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УДК 532.59 

МОДЕЛЮВАННЯ ПОВЕРХНЕВИХ ХВИЛЬ ВІД ТІЛА, 
ЗАНУРЕНОГО В РІДИНУ 


Досліджено тривимірну задачу про поверхневий хвильовий рух від зануреного у 

рідину тіла. Побудовано форму вільної поверхні, виявлено її залежність від 
швидкості потоку. 

The 3D problem of wave propagation caused by submerged in fluid body is 
investigated. The form of the free surface is built; the dependence of the form from the 
stream velocity is obtained. 

Вступ. Освоєння Світового океану у ХХІ сторіччі продовжується 
швидкими темпами. Виникає необхідність вивчення суті динамічних 
процесів, які протікають в океані, тому дослідження динаміки морського 
середовища посягають одне із центральних місць в океанології. Детальному 
вивченню повехневих хвиль від зануреного у рідину тіла передували 
багаточисельні дослідження, що присвячені вивченню аналогічних усталених 
коливань вільної поверхні рідини, що викликані дією періодичних сил 
збурення на поверхні рідини [7], [8], [9], [12], [13]. 

Однією із цікавих і досі не повно представлених в науковій літературі є 
проблема фізико-математичного моделювання полів хвиль на воді, 
генерованих перешкодою, яка знаходиться під вільною поверхнею у 
однорідній оточуючій течії. Одні з перших робіт із названої проблеми 
з’явились в середині ХХ сторіччя. Лінійна двовимірна задача для 
імпульсного руху циліндра була розглянута Хавелоком [14]. Суттєвий внесок 
зроблено Сретенським [8], який отримав наближені розв’язки проблеми 
поверхневих хвиль над зануреним під водою тілом.  

Наведемо найбільш цікаві з останніх робіт по проблемі хвильових 
процесів, що утворюються на вільній поверхні від набігання потоку на 
занурене тіло. Плоска лінійна задача для циліндра, що просувається у воді 
кінцевої глибини, була розв'язана на основі функції Грина та метода кінцевих 
елементів [20]. Стаціонарна лінійна двовимірна задача та відповідне 
узагальнення на три виміри були розглянуті Лиу та Йу [16]. У статті Туванда 
та Милоха [19] розглядається ця задача для початкового етапу руху з 
використанням розвинення по малому часу нелінійної початково-крайової 
задачі. Маклаковим досліджено задачу про обтікання кулі під вільною 
поверхнею рідини кінцевої глибини з утворенням хвиль на вільній поверхні 
[4], [5], показано, що зниження рівня рідини над тілом, що рухається із 
сталою швидкістю, призводить до формування над  ним критичного режиму 
та блокировки течії. Ланзано [15] досліджує аналітично хвилювання у сліді, 
який рухається за точковим витоком, що рухається горизонтально з сталою 
швидкістю і має сталу потужність, визначено кількість, тип та конфігурація 
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хвиль сліду у залежності від потужності витоку та числа Фруда. Санниковим 
[6] розглядається просторова задача про усталені хвилі, які утворюються при 
обтіканні диполя рівномірним потоком нев'язкої нестисливої вертикально 
стратифікованої рідини, отримані вирази для хвиль вертикальних 
переміщень. Відмітимо також роботи [1], [2], [3], [10], [17], [18].  

Метою цієї статті є розв‘язання тривимірної задачі для відносно малих 
швидкостей течії, отримання аналітичних виразів для потенціалу хвильового 
руху та форми вільної поверхні рідини при рухові довільного 
еліпсоїдального тіла, яке занурене у рідину нескінченої глибини, а також 
чисельний аналіз отриманих аналітичних виразів. Проблема розвязується з 
використанням методу комплексного потенціалу подвійного шару для 
виведення аналітичного виразу форми відхилення поверхні у вигляді 
невласних інтегралів з наступним чисельним та графічним аналізом 
поверхневого руху від перешкоди, зануреної в оточуючу течію. 

 
1. Постановка задачі.  
Розглядається утворення поверхневих гравітаційних хвиль, які 

генеруються перешкодою, що занурена у півнескінченну рідину та 
обтікається оточуючою течією. Розв‘язується тривимірна задача для відносно 
малих швидкостей течії , тому ефекти стисливості не є суттєвими. 
Припускається, що рідина нестислива, нев‘язка, рух безвихоровий, течія – 
паралельна поверхні, а швидкість U  стала. 

Тривимірна задача розглядається в рідкому півпросторі 
      ),(,,,,:,,  zyxzyx , з якого виключено область, 

де розміщено занурене жорстке тіло. Нехай   означає поверхню 
зануреного тіла, а n  – зовнішня нормаль до неї. Декартова система 
координат, Oxyz  рухається з тілом у додатному напрямку Ox , вісь Oz  
направлено вгору. За мови симетрії форми тіла відносно площини Oxz  
можна перейти до двовимірної задачі, видаляючи змінну y . Позначимо через 
t  – часову змінну,   – потенціал швидкостей,   – відхилення вільної 
поверхні. Відповідна початково-крайова задача має вигляд 
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2. Аналітичний розв’язок. 

Щоб визначити потенціал швидкостей, який породжується рухом твердого 
тіла довільної форми у рідині нескінченної глибини, на поверхні тіла   
розміщується простий шар витоків змінної густини ),,( 000 zyxq . Виходячи з 
результатів, отриманих Сретенським [8], потенціал швидкостей може бути 
представлениму вигляді поверхневого інтегралу. В рамках наближеної 
моделі потенціал швидкостей зводиться до потенціалу корабельних хвиль, 
які породжені рухом підводного тіла довільної форми 
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Далі, припускається, що поверхня   покрита подвійним шаром витоків з 
моментом  , а вісь L  подвійних витоків має напрямлюючі косинуси nml ,, . 
Припускається також, що поверхня   разом із її подвійним шаром витоків 
рухається зі швидкістю U  під вільною поверхнею. В результаті отримуються 
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3. Дослідження різних режимів руху. 
Було проведено чтсельний аналіз різних режимів руху з використанням 

формул (6) та (7). Досліджувались режими руху (РР), за умови 0,4<Fr<0,9. 
Результати порівнювались з експериментальними [11], виявлена розбіжність 
складає біля 5%, що пояснюється припущеннями моделі та наближеним 
інтегруванням. Зауважимо, отримані результати значно краще наближують 
експериментальні, у порівнянні з розрахунками на основі асимптотичних 
наближень. 

На рис.1 представлено вільну поверхню в півплощині з одного боку від 
осі Ox , пронормовану по найбільшому відхиленню у досліджуваній області, 
для двох характерних випадків генерації поверхневих хвиль тілом 
еліпсоїдальної форми, зануреним у рідину, на яке набігає рідкий потік. 
Безрозмірні геометричні параметри задано таким чином: довжини півосей 
еліпсоїда обертання a=2, b=0,2, c=0,2; глибина занурення центра еліпсоїда 

1)(  hL
h . Область, де знаходили значення відхилення вільної поверхні: 

,2000 2  U
x  200 2  U

y . 
Результати аналізу проведених розрахунків показують на наявність 

множини різних РР, які суттєво відрізняються один від одного. Можна з усієї 
множини виділити два найбільш характерних режими РР1 та РР2. Для чисел 
Фруда  в діапазонах 0,45<Fr<0,49, 0,53<Fr<0,61, 0,74<Fr<0,90 (РР1) 
більшість збурень сконцентровані в одній області – безпосередньо в околі осі 
Ox, вздовж якої рухається тіло, а збурена поверхня має клиновидну 
(трикутну) форму, як це можна побачити на рис.1 (а) при Fr=0.54.  

Режими руху РР2, при яких число Фруда близьке до Fr=0,51 або Fr=0,68 
рис.1 (б) дають таку форму вільної поверхні, що збурення в околі осі Ox швидко 
затухають; в той же час усі основні збурення зосереджені на променях, які 
виходять від початку координат і направлених під кутом від осі Ox. 

   (а)       (б) 
Рис.1 Відхилення вільної поверхні при (а) Fr=0.54; (б) Fr=0,68 
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4. Максимальні відхилення поверхні. 
Досліджено залежності висоти найвищого гребеня )(max Fr  і відхилення 

у найглибшій подошві )(min Fr  від числа Фруда, графіки названих 
залежностей представлені на рис.2 суцільними кривими. 

 

 
Рис.2 Залежність від числа Фруда висоти найвищого гребеня 

)(max Fr  (для еліпсоїда) )()0(
max Fr  (для кулі) та глибани 

найглибшої подошви )(min Fr  (для еліпсоїда) )()0(
min Fr  (для кулі). 

 
Цікаво, що найменші абсолютні відхилення спостерігаються при числах, 

близьких до Fr=0,51 або до Fr=0,68, тобто в РР2, а найбільші в РР1. Таким 
чином, картина розподілу енергії в РР1 і в РР2 має принципові відмінності. 
Можна зробити висновок, що хвильова енергія в РР1 концентрується навколо 
осі Ox, а в РР2 вона розподіляється у широкій області, що розміщена за 
зануреним у рідину тілом.  

Для порівняння з результатами дослідження форми вільної поверхні від 
форми зануреного тіла було аналогічно досліджено форму вільної поверхні 
при генерації поверхневих хвиль тілом кулеподібної форми, підібраної так, 
щоб куля була рівною за об'ємом до еліпсоїда. Для куль різних радіусів і для 
всіх розглядуваних швидкісних режимів спостерігався досить рівномірний 
розподіл енергії. У випадку руху кулі залежність від числа Фруда висоти 
найвищого гребеня )()0(

max Fr  та глибани найглибшої подошви )()0(
min Fr  є 

монотонними функціями, графіки яких представлені пунктирними кривими 
на рис.2. Можна зробити висновок про істотну залежність форми вільної 
поверхні рідини не тільки від швидкості набігаючого потоку, а і від форми 
тіла, що рухається.  
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Висновки. Підтверджено експериментальні та деякі теоретичні 
результати щодо відповідності швидкісного режиму поверхневій картині. 
Виявлено існування різних швидкісних режимів руху, серед яких виділено 
два основних: режим руху (РР1), при якому більшість збурень зосереджено 
вздовж осі руху потоку, та режим руху (РР2), при якому основні збурення 
зосереджено вздовж  променів, що виходять з початку координат і 
направлені під кутом до осі руху потоку.  

Отримано залежність абсолютної величини максимального відхилення 
вільної поверхні від числа Фруда, з якої видно, що при РР1 максимальне 
відхилення вільної поверхні значно більше, при РР2. Хвильова енергія при 
РР1 концентрується вздовж осі, а при РР2 розподіляється в широкій області 
за зануреним в рідину тілом.  

Представлені результати можуть бути застосовані при вивчені 
гідродинамічних процесів, що виникають внаслідок руху під водою тіл 
складної форми. 
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УДК 517.98 

СИСТЕМИ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ З ТОЧКОЮ 
ЗВОРОТУ І НУЛЬОВИМИ ЕЛЕМЕНТАМИ СПЕКТРА 

ГРАНИЧНОГО ОПЕРАТОРА 


Побудована рівномірна асимптотика розв’язку системи сингулярно збурених 

диференціальних рівнянь з точкою звороту. Розглядається випадок, коли спектр 
граничного оператора містить кратні і тотожно рівні нулю елементи. 

A uniform asymptotics of a solution is constructed for a system of singularly perturbed 
differential equationss with a turning point. The paper investigates the case when the 
spectrum of a fase operator consists of multiple and zero elements. 

Постановка задачі. У даній роботі буде побудована рівномірна 
асимптотики розв’язку задачі 

]W€[),(E    ],€[E),(E 

),(),(),(),(                  

34
22

2
11

2

mmmm E
dx
mdWWmW

xhxWxWxW










 AL
                (1) 

коли  .   a,0,=m   ],a ;0[  ,0 3  Ix  
Тут А–лінійний оператор, заданий в n – вимірному лінійному просторі 

Rn для кожного фіксованого Ix , )(xh  – відома вектор-функція, W(х,) – 
шукана вектор-функція, m mW,  ,   am ,0 , – відомі початкові вектори, 

n
kiikaE 1,1 ))((  , n

kiikbE 1,2 ))((    – діагональні матриці, в яких 
;,11  ,1 nspiaii     spjb jj  ,2   ,1 , а всі інші елементи цих матриць 

рівні нулю. 
Задачу (1) будемо вивчати при виконанні таких умов. 
Умова 10. A x h x C I( ), ( ) [ ],    де )(xA  – матриця оператора А в просторі 

Rn. 
Умова 20. Граничний оператор A  є оператором простої структури і 

задовольняє умовам 
    

  

1 1 2 1

1 1

0

0 0

( ) ~ ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) , ~ ( ) , .

x x x x x x

x x x x I
p p s

p s n

            

       

 

                 
                       (2) 

Випадок, коли оператор A  простої структури і не містить тотожно 
рівних нулю елементів вивчено в [1-2]. В [3] досліджено випадок случай, 
коли спектр оператора А містить кратні недіагоналізовані елементи, проте 
він не містить тотожно рівних нулю елементів. Випадок простих стабільних і 
нульових елементів спектра граничного оператора А вивчено в [4]. 
Сингулярно збурені задачі (СЗЗ) з кратними стабільними елементами спектра 
вивчено в [5]. 
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Класичний випадок точки звороту вимагає злипання двох елементів 
спектра в одній або декількох точках. У досліджуваному випадку в точці х =0 
відбувається злипання нестабільного елементу 1( )x  з тотожно рівними 
нулю елементами спектра. Таким чином, вивчається випадок, коли в точці 

0x  злипаються n p s   елементів спектра різної структури. Оскільки 
система (1) другого порядку, то в побудові асимптотики розв’язку СЗЗ (1) 
беруть участь 2( n p s  ) елементів, які обертаються в нуль в точці 0x . 

Такого типу задачі мають як теоретичний інтерес в теорії сингулярних 
збурень, так і практичний інтерес. Прикладом сказаного може бути класичне 
рівняння Орра-Зоммерфельда, яке відіграє важливу роль в гідродинаміці [6-
7]. Проте, теорія асимптотичного інтегрування таких задач слабо розвинута. 
Результати, отримані в [6-7] так і не було узагальнено на випадок систем 
сингулярно збурених диференціальних рівнянь (ССЗДУ). 

Проведені до цього часу дослідження показали наступне. У загальному 
випадку, для побудови асимптотики розв’язку таких задач не змогли 
застосувати апарат добре вивчених функцій Ейрі (див. [10]). Тому дослідимо 
умови за яких до задачі (1) можна буде застосувати апарат функцій Ейрі і 
метод, розроблений в [1-3]. 

З умов (2) бачимо, що вивчається задача (1) у випадку, коли: 
1) точка 0x  є точкою звороту для задачі (1); 
2) спектр граничного оператора A  містить кратні стабільні і кратні 

тотожно рівні нулю елементи; 
3) вироджене векторне рівняння 

)()( xhx A ,                                                                     (3) 
у загальному випадку, має розрив другого роду в точці 0x . 

1. Структура розв’язку виродженого векторного рівняння. Перед 
тим, як перейти до побудови асимптотики розв’язку СЗЗ (1), нам необхідно 
вивчити умови існування розв’язку векторного рівняння (3) і його структуру. 

Оскільки A  є оператором простої структури, то не дивлячись на кратні 
елементи спектра, існує повна система власних векторів n1,=i  ),(xbi , які 
утворюють біортонормовану систему векторів з векторами b x k nk

* ( ), ;   1 . 
Тут nkxbk ;1  ),(*   – повна система власних векторів оператора *A , 
спряженого до оператора A  (див. [8], стор. 218). Для зручності кратному 
елементу  p k x ( ),  k s 1,  відповідає s лінійно незалежних векторів 
(фундаментальних розв’язків) )(xb kp . Аналогічно можна сказати і про власні 
вектори, які відповідають кратному тотожно рівному нулю елементу n x( ) . 

Оскільки nspixi ,1     ,0)(    є власними значеннями операторів 

A  і *A , то }, ,1   ),({    }, ,1   ),({ ** nspixbKernspixbKer ii  AA  
тобто )(dimdim * spnKerKer  AA . 
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У досліджуваному випадку )(R)(    ,)( AARA n  RD . Тоді згідно 
теореми Хаусдорфа [9], стор. 22, оператор A  нормально розв’язний. У 
нашому випадку індекс 0dimdim)( *  AAA KerKer . Отже A  – 
фредгольмівський оператор. Оскільки 0AKer , то для векторного рівняння 
(3) має місце третя фундаментальна теорема Фредгольма, тобто, неоднорідне 
рівняння (3) має розв’язок тоді і тільки тоді, коли 0),(  *AKerxh .  

Для наступних досліджень нам необхідно дослідити структуру 
розв’язків неоднорідного рівняння (3). 

Для цього розвинемо праву частину векторного рівняння (3) і шуканий 
розв’язок по базису n1,=i  ),(xbi . Отримаємо 
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i
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n

i
ii xbxhxbxbxhxh
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i
ii xbxxbxbxx
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* )()()())(),(()( .                                         (4) 

З рівності (4) і властивостей біортонормованої системи векторів 
n1,=,    )},(),({ * kixbxb ki  бачимо, що умови ортогональності правої частини 

рівняння (3) до ядра спряженого оператора будуть мати місце тоді, коли 
nspixhi ,1   ,0)(  . Оскільки 0)0(1  , то для того, щоби права частина 

рівняння (3) належала множині значень оператора A , необхідно ще, щоб 
виконувалась точкова умова  0)0(),0()0( *

11  bhh . 
Підставимо другу рівність (4) у векторне рівняння (3) і прирівняємо 

коефіцієнти біля однакових базисних векторах. В процесі виконання цих 
перетворень буде отримано розв’язок векторного рівняння (3) вигляду 

 







n

spi

sp

i
iiiii xbxhxxbxx

1 1

1 )()()()()()( ,                             (5) 

де )(xi  - довільні, досить гладкі функції коли Ix . 
Теорема 1. Нехай: 1) виконуються Умови 10 і 20;  2) права частина 

рівняння (3) ортогональна до ядра спряженого оператора *A ;  
3) 0))0(),0(()0( *

11  bhh . 
Тоді на всьому відрізку [0; а] існує досить гладкий розв’язок векторного 

рівняння (3), зображений формулою (5), де )(xi  - довільні, досить гладкі 
функції коли Ix . 

2. Розширення збуреної задачі. Для виділення істотно особливих 
функцій (ІОФ), які виникають у розв’язку СЗЗ (1), поряд з незалежною 
змінною Ix , введемо в розгляд нову вектор-змінну 

2,1   ,1,2   },  ,{ 1  kpjttt jk , компоненти якої визначимо згідно формул 
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Тоді, згідно розробленого методу (див. [1-3]), для визначення 
розширеної вектор-функції ),,(~ txW  отримаємо наступну розширену задачу: 
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де 
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x

xdx
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xd jkjkjk 



 



 , 

а Y
  оператор-анулятор. Явний вигляд цього оператора при необхідності 

легко виписати.  
3. Простори безрезонансних розв’язків (ПБР). Опишемо підпростори 

вектор-функцій, в яких будемо розв’язувати розширену задачу. Маємо 
    )]},()()()([ {     ,1,2   },exp)( { 111 tUxQtUxVxbYpjtxxbY krikkrikikrijkrijkirijk 

 
    .2,1  ,;1  )},( {     )]},()()()([ { 11  knixxbXtxgtxfxbV riiriririiri  (8) 

Тут )(   ],[)(),(),(),(),(),( 1tUICxxgxfxQxVx kririririkrikrijk
 , к=1,2 – 

функції Ейрі, властивості яких описано в [11], (t1) – істотно особлива 
функція, явний вигляд і властивості якої описано в [1–4]. 

Із підпросторів (8) складемо новий простір 
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Елемент цього  простору має вигляд 
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де 
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 (x))()()()(f+ ri rinrin txgtx  . 
 

4.  Регуляризація сингулярно збуреної задачі. У цьому параграфі нам 
необхідно вивчити дію розширеного оператора ~L   на елементи простору (9). 
Методика таких досліджень описана в [1-3]. Тому запишемо кінцевий 
результат дії розширеного оператора (7) на елемент ПБР (9). Дослідження 
показали, що дія оператора (7) на елементи ПБР (9), можна записати у 
вигляді тотожності 

 ),(][),(~
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0 txWtxW rr RRRRRL  ,                        (11) 

де оператори Rk, записані в їх дії на елементи ПБР (9), мають наступний 
вигляд: 
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Тут оператори D Tijk ij, , D  i1   мають вигляд 
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2
111i1

* )]([)(D~   ),())](),(()[(2 xDxxxbxb
x

xD ijkiijkijk  



 , 

))(),()((2   )),(),()((2 *
11

* xbxbxTxbxbxT iiijkijk   .               (16) 

Результат дії оператора 2

2

6 x


R  на елемент ПБР (9) буде відігравати 

другорядну роль у побудові асимптотики розв’язку СЗЗ (1). Тому ми не 
будемо записувати явний вигляд дії цього оператора на елемент простору 
безрезонансних розв’язків. 

Висновки. 
1. Простори безрезонансних розв’язків (9) інваріантні відносно 

операторів Rk, 6,4,3,2,0k , а отже і відносно розширеного оператора ~ ,L   
зображеного тотожністю (11). 

2. Оператор R0 є головним оператором розширеного оператора ~L   в 
просторі безрезонансних розв’язків (9). 

3. Розширена задача (6) регулярно збурена відносно малого параметра  
> 0 у ПБР (9), тобто, ми провели регуляризацію сингулярно збуреної задачі 
(1). 

5. Формалізм побудови розв’язку розширеної задачі. Асимптотику 
розв’язку розширеної задачі (6) будуємо у вигляді ряду 
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r YtxWtxWtxW .                                             (17) 

Підставимо формально ряд (17) у розширену задачу (6). Тоді для 
визначення коефіцієнтів цього ряду отримаємо наступну рекурентну систему 
задач: 
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6. Теорема про існування розв’язку ітераційних векторних рівнянь в 
ПБР. Нам необхідно вивчити умови існування розв’язку у ПБР (9) 
ітераційного векторного рівняння 

),(),(0 txHtxW rr R .                                                    (22) 
Запишемо структуру ядра оператора R0. Використовуючи тотожність 

(12), маємо 

1,2,k    )],()()()()[(      ,;1     

,exp)()(    ,;2j    ,exp)()({             

1
'

1111

)1(0



 

tUxQtUxVxbsppj

txxbptxxb

kkrkkr

kprjjkjjkrjjkjKerR
 

}.n1,sp i   ),()(b     )],(')()()()[( i1111 1
 xxtxgtxfxb rirr

       (23) 
Оскільки ПБР (9) інваріантні відносно головного оператора R0, і 

розв’язки рівняння (22) шукаємо у ПБР (9), то права частина ітераційного 
рівняння (22) повинна з необхідністю теж належати цьому простору. 

Таким чином, нехай rr YtxH ),( . Запишемо явний вигляд цієї вектор-
функції. Нехай 





n

i
ir xbtxH

1
{)(),( 






1

2

2

1
exp)([

p

j
jkrijk

k
tx  

 )()()]()()()([
2

1
111




k

ririkkrik txmtUxBtUxA )}()()( 1 xStxl riri  .   (24) 

З тотожності (12) бачимо, що оператор 0R  звідний над простором 

rir Y
i

n
Y

1
  

(див. [11], стор. 36), тобто, в цьому просторі має місце розвинення  

0i0 RR
1


i

n
,                                                                                        (25) 

де оператори 0R і: Y Yr ri  однозначно визначені і при необхідності, 
використовуючи (12), легко виписати результат дії цих операторів на 
елементи niYtxW riri ,1   ,),(  . 

Отже, за аналогією з результатами, описаними в [1], дослідження 
векторного рівняння (22) в просторі Yr  можна замінити на дослідження n  
скалярних рівнянь  

nitxHtxW riri ,1      ),,(),( 0iR ,                                                       (26) 
кожне із яких задано відповідно в підпросторі riY . 
Висновок 4. Кратні елементи не вплинули на зображення (25) і (26). 
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Особливості кратних нульового і ненульового елементів спектра 
граничного оператора почнуть виникати при побудові і дослідженні 
розв’язків скалярних рівнянь (26). 

В ПБР (9) оператор 0R  є діагональним. Отже оператор 0R  

самоспряжений, тобто *
00 RR KerKer  . Оператор 0R  є оператором 

Фредгольма, причому ядро спряженого оператора не пуста множина. Тому до 
рівняння (22) можна застосувати третю фундаментальну теорему 
Фредгольма. 

Оскільки оператор 0R  самоспряжений, то умова ортогональності правої 

частини рівняння (22) до ядра спряженого оператора *
0R  еквівалентна 

твердженню, що права частина векторного рівняння (22) не містить 
елементів ядра оператора 0R . Ми не маємо у явному вигляді спряженого 

оператора *
0R . Тому умову ортогональності замінимо умовою відсутності в 

правій частині рівняння (22) елементів ядра оператора  0R  (див. (23)). Ця 
умова в досліджуваній задачі є досить наочною і її легко застосувати при 
побудові асимптотики розв’язку розширеної задачі (6). 

При дослідженні скалярних рівнянь (26) необхідно буде окремо 
розглядати наступні чотири випадки. 

Випадок 1. Нехай 1i , тобто, розглянемо скалярне рівняння 
),(),( 11 txHtxW rr 01R . Зрівнявши коефіцієнти біля однакових ІОФ, 

однозначно визначимо всі коефіцієнти функції W x tr1( , ) , окрім коефіцієнтів 
V x Q x f x g xr k r k r r1 1 1 1( ), ( ), ( ), ( ),       2,1k , які будуть відсутні в лівій частині 
досліджуваного рівняння, оскільки [ ( ) ( )] 1 1 0x xi i  .  

Для отримання гладкого розв’язку  r rx x S x1 1
1

1( ) ( ) ( )   необхідно 
вимагати, щоб Sr1 0 0( )  .  

Таким чином, якщо Sr1 0 0( )  , то з рівняння (26) коли i=1 однозначно 
визначимо всі досить гладкі коефіцієнти функції W x tr1( , ) , окрім елементів 
ядра оператора R0. 

Щоб не повторятись, явні формули для визначення цих коефіцієнтів 
буде виписано пізніше, оскільки вони будуть придатні для всіх індексів 
i n 1, . 

Випадок 2. Нехай. i p 2, , причому індекс i фіксований. У цьому 
випадку права частина рівняння (26) згідно припущення, не повинна містити 
двох елементів riik ikx t k( )exp , ,   1 2  ядра оператора R0. Тоді однозначно 
визначимо всі коефіцієнти функції W x t i pri ( , ), ,   2 , окрім коефіцієнтів 
riik ikx t k( )exp , ,   1 2 . 

Випадок 3. Розглянемо рівняння (26) при i p p s  1, . Тут ми повинні 
припустити, що права частина рівняння (26) не містити елементів 
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ri p k p kx t k( ) ( )( )exp , ,  1 1 1 2  . У цьому випадку нами не будуть визначені 
функції ri p k p kx t k( ) ( )( )exp , ,  1 1 1 2  . 

Випадок 4. Нехай i p s n  1, . В лівій частині рівняння (26) відсутні 
доданки   i rix x( ) ( ) . Тому права частина теж не повинна містити 
відповідні елементи S xri ( )  0 , i p s n  1, . Аналогічно, з того, що права 
частина ітераційного рівняння (22) належить області значень оператора R 0  
(див. (12)) і врахувавши умови  1 0 0 0 1( ) ( ) , ,    i i p p s  , ми повинні 
вимагати, щоб права частина рівняння (22) задовольняла умовам 

b A b B b m b l i p s ni rik i rik i ri i rik( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ,0 0 0 0 0 0 0 0 0 1         
.(*) 

Теорема 2. Нехай: 1) виконуються умови 10 і 20; 2) права частина 
рівняння (22) не містить елементів ядра оператора R0 ; 3) Sr1 0 0( )  ;  4 
мають місце умови (*). 

Тоді в ПБР (9) існує розв’язок рівняння (22), вигляду 
 

W x t Z x t y x tr r r( , ) ( , ) ( , )  .                                                                         (27) 
Тут 
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(28) 
де коефіцієнти біля ІОФ і  ri x( )  є довільними, досить гладкими функціями 
коли Ix . 

Функція y x tr ( , )  визначена згідно формули 
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)()(exp)()( ,                           (29) 

коефіцієнти якої однозначно визначаються з формул 
 ,2,1  ,   ,1,2  ,;1  ),(][)( 1   kjipjnixx rijkjirijk  

,2;1    ,;2   ),(][)(   ),(][)( 1
1

1
1   knixBxQxAxV rikirikrikirik  

 ;2   ),(][)(   ),(][)( 1
1

1
1 nixnxgxmxf riiririiri   ,

.;1    ),()()(    1 spixSxx riiri   . 
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7.  Побудова головного члена асимптотики розв’язку розширеної 
задачі. Скориставшись теоремами 1 і 2, покажемо, що серія ітераційних 
задач (18)-(21) асимптотично коректна в просторі безрезонансних розв’язків 
(9).  

Згідно з теоремою 2, розв’язками однорідних ітераційних рівнянь (18) і 
(19) в ПБР (9) будуть вектор-функції W x t Z x t rr r( , ) ( , ), ;     2 1 , де вектор-
функції Z x tr ( , )  визначаються згідно формули (28), коефіцієнти яких, до 
певного часу, будуть довільними досить гладкими функціями коли Ix . 

Обчислимо і дослідимо праву частину рівняння (19). Скориставшись 
тотожністю (13), отримаємо 
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Умови 3) теореми 2 ми зможемо задовольнити за рахунок довільності 
функції f x( ) ( )2 1 , тобто задамо початкову умову 

 ))0(),0(()]0([)0( 0
1)2(

*
1

2
11)2( 


  fbhf                                          (30) 

Виберемо функції Q x g x kk( ) ( )( ), ( ), ;  2 1 2 1 1 2        як розв’язки задач 

  )0(  ,0)(~     ,)0(  ,0)(~
1)2(1)2(111)2(1)2(11 kkk gxgDQxQD  (31) 

Розв’язками цих задач в ПБР (9) будуть тотожні нулі. Права частина 
рівняння (21) набуде вигляду 

)()()()()(),( 1)2(
2

11
1

0 xfxxbxbxhtxH
n

i
ii 



 .                                     (32) 

У правій частині цієї рівності все ще є елементи 
b x h x i p s ni i( ) ( ), ,     1  ядра оператора R0. За рахунок довільності деяких 
функцій ми вже не зможемо знищити елементи ядра оператора R0, які ще 
залишились у правій частині рівняння (20). Таке явище в теорії сингулярних 
збурень виникає вперше і пояснюється це наявністю тотожно рівних нулю 
елементів спектра граничного оператора A . 

Тому для того, щоб виконувались умови 2) теореми 2 ми повинні 
припустити, що виконуються умови 

nspixbxhxh ii ,1   ,0))(),(()( *  ,                                                (33) 
тобто, права частина виродженого рівняння (3) ортогональна до ядра 

спряженого оператора А* (див. умови 2) теореми 1). 
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Висновок 5. Таким чином, для побудови рівномірно придатної на 
всьому відрізку ];0[ a  асимптотики розв’язку СЗЗ (1) необхідно, щоб 
виконувались умови (33), тобто, щоб мали місце умови 3) теореми 1. 

Бачимо, що права частина рівняння (20) задовольняє умову 4) теореми 2. 
Отже, якщо виконуються умови (30) і (33), то згідно теореми 2, у ПБР Y0  

існує розв’язок рівняння (20), зображений у вигляді формул (27)-(29), де  

)()()(),(
1

 000 xbxxtxy
sp

i
ii





 . 

Перейдемо до розв’язання наступного ітераційного рівняння (21) в ПБР 
Y1. Схема дослідження аналогічна попередній, тобто: 

а) необхідно обчислити праву частину цього рівняння; 
б) необхідно вимагати, щоб за рахунок довільності деяких функцій, які 

містяться у правій частині досліджуваного рівняння, виконувались умови 2)-
3) теореми 2;  

в) потрібно, щоб виконувались умови 4) теореми 2; 
г) скориставшись теоремою 2, треба записати розв’язок рівняння (21) у 

просторі Y1.  
Зауваження 2. Умову 4) теореми 2 ми не зможемо задовольнити ніякими 

степенями свободи попередніх розв’язків, як це було зроблено з умовами 2) і 
3) теореми 2. Така складність продиктована присутністю тотожно рівних 
нулю елементів спектра граничного оператора. Тому для застосування 
теорем 2 до побудови асимптотики розв’язку рівняння (25) ми повинні 
постулювати виконання умов 4) теореми 2.  

У цьому циклу ми визначили початкову умову f ( ) ( ) 1 1 0 0 , функції 
0)()( 1)1(1)1(   xgxQ k  і отримали )1(2 p  скалярних диференціальних 

рівнянь ( 2r ) 
D x j p kjjk rjjk ( ) , , , ,  0 2 1 2      ,                                                   (34) 

з яких визначимо функції )(~)( )2(
0

)2()2( xCx jjkjkjjk    з точністю до довільних 

сталих множників С jk( )2
0 . 

Врахувавши тотожність (14), для визначення цих функцій отримаємо 
наступну систему диференціальних рівнянь ( 2r ): 

,0)()]([)()(2 )1()1()1()1(    xxMxx kprkpkprkp              (35) 
де 
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Висновок 6. Кратність стабільного елементу )(1 xp  внесла наступну 
особливість: коефіцієнти  ri p k x( ) ( )1 , sppi  ,1 , які знаходяться біля 

ІОФ b x ti p k( )exp ( )1 , sppi  ,1 , породжені кратним елементом, 
визначаються вже як розв’язки системи диференціальних рівнянь (35). Якщо 

1s , то система диференціальних рівнянь (35) перетворюється в скалярне 
диференціальне рівняння (34). 

Продовжуючи поступово розв’язувати ітераційні рівняння (21) коли 
r  1 6, , нами буде визначена функція 





0

2
0 ),(),,(

r
r

r txWtxW ,                                           (36) 

у якій кожний елемент W x tr ( , )  містить довільні сталі, отримані при 
інтегруванні диференціальних рівнянь (34), системи диференціальних 
рівнянь (35) та диференціальних рівнянь 

2,1   ,0,2   ,0)(111  krxVD kr .                                     (37) 
Кожний доданок вектор-функції (36) містить ще довільні сталі 

nspiCrik ,1   ,   (див. рівність (28)). Отже, кожна з функцій ),( txWr  
містить n2  довільних сталих. Походження цих сталих не є очевидним і в 
попередніх дослідженнях таке явище не спостерігалось. Тому є сенс дати 
більш детальне пояснення їх походження. 

При обчисленні правої частини рівняння (21) при 6,4r  вперше брав 

участь оператор 2
2

x
6R . Провівши необхідні обчислення, отримаємо 

тотожність 

)()()()()(
11

2
2

xDxbxxb
x

x ri

n

i
iri

n

i
ir 


 


6R , 

де 

)]())(),((2)())(),([()()( *

1

* xxbxbxxbxbxxD rsis

n

s
rsisriri  



. 

Оскільки функції ri x i p s n( ), ,     1  в розв'язках Z x t rr ( , ), ,    2 0  
були довільними (див. (28)), то для того, щоб задовольнялись умови 
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2) теореми 2, ці функції визначимо як розв'язки системи диференціальних 
рівнянь другого порядку 

0)(~  xD r ,                                                                       (38) 
де   ~ ( ) ( ( ), , ( ))( )  r r p s rnx colon x x    1  – невідомий вектор-стовпець. 

Висновок 7. Кратний, тотожно рівний нулю елемент спектра граничного 
оператора А вносить в побудову асимптотики розв'язку СЗЗ (1) наступні 
особливості: 

1) відповідні довільні функції ri x i p s n( ), ,     1  визначаються з 
системи ( spn  ) диференціальних рівнянь, що є характерною рисою 
кратності спектрального елементу; 

2) тотожно кратний нулю елемент n x( )  утворює вже систему 
диференціальних рівнянь (38) другого порядку. 

Зауваження 3. Властивість 1) є загальною для СЗЗ з стабільним, 
знакозмінним спектром і для задач з точками звороту з кратними, але не 
рівними тотожно нулю елементами спектра. Властивість 2) вперше з’явилась 
при дослідженні рівняння (1) з тотожно рівним нулю елементом спектра 
граничного оператора.  

Продовжуючи далі поступово розв'язувати ітераційні рівняння (21) коли 
r > 6, методом математичної індукції можна показати наступне. Для кожної 
правої частини H x tr ( , )  ітераційних рівнянь (21), за рахунок довільних 
функцій, які містяться у попередніх розв'язках, завжди можна задовольнити 
умови 2) і 3) теореми 2. А це означає, що кожне ітераційне рівняння (21), 
згідно теореми 2, має розв'язок в ПБР (9), тобто серія ітераційних рівнянь 
(18)-(21) асимптотично коректна в ПБР (9). 

8.  Однозначна розв'язність розв'язків ітераційних задач. У 
попередньому пункті сказано, що кожний розв'язок ітераційного рівняння 
(18)-(21) містить n2  довільних сталих. Покажемо, що, використовуючи 
крайові умови (18)-(21), ці сталі буде визначено однозначно. 

Запишемо структуру загального розв'язку однорідної системи 
диференціальних рівнянь (35). Оскільки всі коефіцієнти цієї системи є досить 
гладкими функціями, то згідно класичної теорії існує фундаментальна 
система розв'язків (ФСР) цієї системи вигляду ( 2,1k ) 

),(~,),(~

)(~,),(~

)1)((1)1)((

)1)(1(1)1)(1(

xx

xx

kspsprkpspr

kspprkppr










                                              (39) 

яка задовольняє наступним умовам: 
slkakklplpr ,1    ,2,1   ,1])1[(~

)1)((   .                                     (40) 
Інші функції, які містяться в ФСР (39), обертаються в нуль в точках  х=0 

і х=а. 
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Врахувавши структуру отриманої ФСР, загальний розв'язок однорідної 
системи диференціальних рівнянь (35) запишемо у вигляді ( j p p s  1, ) 

)(~)( )(
1

)()1( xCx kllprj

s

l
klprkprj 


   .                                    (41) 

З врахуванням початкових умов (40) отримаємо початкові значення 
krjkprj Cak ))1( ])1[(   ,       j p p s  1, ,                             (42) 

які пізніше буде практично використовувати при визначенні довільних 
сталих, які містяться в розв'язках ітераційних рівнянь (18)-(21). 

За аналогією з отриманим, нам необхідно записати структуру загального 
розв'язку однорідної системи диференціальних рівнянь (38). З врахуванням 
того, що система (38) є системою диференціальних рівнянь другого порядку, 
отримаємо наступні аналоги формул (41) і (42): 

nspjxCx rjkl
k

n

spl
rklrj ,1   ),(~  )(

2

1 1
  

 

,                            (43) 

де )(xrjkl  – елементи двох ФСР при 2,1k , причому 
jlakak rjklrlkl     ,0])1[(   ,1])1[( . 

В нашому випадку маємо 
)()(   ),0()0( 112221 aCCaCC jrjjrjrrjjrjjrjrrj  . 

Введемо позначення  C C Cr r r ( , )1 2 , де 

).,,,,,,(        

),,,,,,,,(

)(222)(112
2

2)1(21)1(12111
1

sprrsprrr

nrsprnrsprrrr

CCCCC

CCCCCCC








 

Підставимо отриманий розв'язок ),(),( 22 txZtxW    у крайові умови (18). 
В результаті такої підстановки маємо таку систему n2  алгебраїчних рівнянь 
(r=-2):  

rrC   )( .                                                                       (44) 
Тут  (r ), 21

rr   – відомий вектор явний вигляд якого буде записано 
пізніше, ),( 21

rrr CCC   – шуканий вектор, компоненти якого потрібно 
визначити. 

Крайові умови (18) такі, що система (44) може бути записана у вигляді 
двох систем 

,)(    ,)( 22
2

11
1 rrrr CC                                           (45) 

в яких 2
r  – відомий вектор, а 1

r – теж відомий вектор, але вже містить в 
компоненти вектора 2

r . Отже, спочатку можна розв'язати другу систему (45), 
а після – першу систему (45), що нами і буде зроблено. 

Матрицю 2 ( )  можна записати у вигляді наступної блочної матриці: 
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,                                                (46) 

де при 1,0k  маємо 

.
)]()[()]()[(

)]()[()]()[(
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2
)1)(())((

2
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)1)((2)(

2
)1(222

)1)(1(2
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xakbxakb
x

kspspspksp

kspspk

kk  

Кожний член двох блочних матриць 2ij i j,      містить у вигляді 
множника експоненту, яка прямує до нулю при прямуванні малого параметра 
до нулю. З врахуванням сказаного визначник матриці (46) можна записати у 
вигляді  

),()])1(([))1((~)(det)(det 2
2

1
2

2

1
22  



OO akakB jk
kk

kk  

де 

,
)()(

)()(
)(~
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2)(22
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xbxb
xB
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sp

 

Оскільки    jk k a(( ) )1 0  для всіх j p s k  2 1 2, , ,  , то справедлива 
лема. 

Лема 1. Нехай det ~ (( ) ) , , .B k a k2 1 0 1 2     Тоді для досить малих 
значень параметра   0  визначник матриці (46) не дорівнює нулю. 

При виконанні умов леми 1, із другої системи (45) однозначно 
визначимо вектор C2

2 . Підставимо компоненти знайденого вектора C2
2  у 

першу систему (45) і перейдемо до її дослідження. Визначник отриманої 
системи має вигляд 

,

)()()()(

)0()0()0(0)0(

)0()0()0(0)0(
)()()()()(

)0()0()0(0)0(

212111

2)1(1

2)1()1)(1()1(1

11)1)(1(1)1(211111
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де 
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  k k k rjjka U t a x j p s n k     


[ ( )] ( ( )), ( ), , , ,1
1

2
1 1 1 2       – функції, які 

входять у загальний розв'язок однорідної системи диференціальних рівнянь 
(38) (см.(43)). 

Нехай det1 0 . Тоді з неоднорідної системи 2 1( )n p s    
алгебраїчних рівнянь  1 1

1
1

1C   однозначно визначимо невідомий вектор 
C1

1 , а отже, нами буде однозначно визначено вектор C1 .Таким чином, 
справедлива наступна лема. 

Лема 2. нехай det ~ (( ) ) , , .B k a k2 1 0 1 2     і det1 0 . Тоді для досить 
малих значень параметра   0  система 2n алгебраїчних рівнянь (44) має 
єдиний розв'язок. 

Вивчимо більш детально розв'язок системи (44) коли 2r . Оскільки 
другі крайові умови (19) однорідні, то ,02

2   тобто ,02
2 C . Перша 

система (45) коли 2r . неоднорідна за рахунок присутності доданку 
b x f x t1 2 1 1( ) ( ) ( )( )  . 

Отже, розв'язок першої ітераційної задачі (19) має вигляд 







 
n

spi
ii

k
kk xxbtxftUxVxbtxW

1
)2(1

2

1
1)2(11)2(12 )()()]()()()()[(),( .   (47) 

При підстановці розв'язку W x t1( , )  у крайові умови (20) для визначення 
невідомого вектора С-1 ми знову отримали систему n2  алгебраїчних рівнянь 
(44) при 1r . За описаною схемою, буде однозначно визначено вектор-
функція W x t1( , ) . 

Продовжуючи далі визначати вектори 1   , rCr  можна показати, що 
кожна ітераційна задача (18)-(21) у ПБР (9) має єдиний розв'язок. А це 
означає, що серія ітераційних задач  (19)-(22) асимптотично коректна в ПБР 
(9). 

Побудований формальний ряд розв'язку розширеної задачі (6) містить 
доданки з від’ємними степенями малого параметру. Оскільки функції Ейрі 
U tk ( ) ( )1 1 O  і тим більше  ( ) ( ) ( ) 2 1i x O , то побудований розв'язок 
необмежено зрастає при прямуванні малого параметра до нуля.  

По аналогії з попередніми працями (див.[1-3]) покажемо, що за при 
спеціальному виборі початкових векторів m m a, ,   0  головний член 
асимптотики розв'язку СЗЗ (1), а відповідно, і вся асимптотика розв'язку цієї 
задачі, може бути отримана в більш простішому вигляді, причому отримана 
таким чином асимптотика розв'язку буде вже рівномірно придатна і відносно 
малого параметра   0 . 

Нами вже було показано, що  2
2 0 . Будемо вимагати, щоб  2

1 0 , 
тобто задамо частину компонент векторів m m a, ,   0  у вигляді 
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    m i i
i p s

n
b m f m t m b m m p s n     

  
1 2 1 1 2

1
1 1( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ), ,( ) ( )     .  (48) 

При виконанні умов (48) нами буде отримана однорідна система рівнянь 
1 2

1 0C  , тобто C 2
1 0 . У цьому випадку розв'язок (47) набуде 

найпростішого вигляду, тобто W x t b x f x t 2 1 2 1 1( , ) ( ) ( ) ( )( )  . 
Дослідимо праву частину системи (44) при 1r . Якщо взяти 

nspmtmfmmbm ,11    a,0, m  )),(()()()( 11)2(11    ,                 (49) 

то отримаємо однорідну систему 2 1
2 0C  , тобто, C 1

2 0 .  
Перша система (45) при 1r  теж буде однорідною. 
Таким чином, при виконанні умов (49) розв'язком задачі (23) буде 

0),(1  txW . 
Висновок 8. Якщо компоненти векторів m m a, ,   0  вибрати у вигляді 

формул (48) і (49), то розв'язком розширеної задачі (6) буде ряд 







 
0

11)2(1
2 ),()()()(),,(~

r
r

r txWtxfxbtxW .                            (50) 

8. Оцінка залишкового члена асимптотики розв'язку. Запишемо 
формальний ряд (50) у вигляді тотожності 

~( , , ) ( , , ) ~ ( , , ),W x t W x t x tq q     1  

де W x tq ( , , )  – часткова q  - сума ряду (50), а   q
q x t
 1

1

~ ( , , )  залишковий 
член цього ряду. Проведемо звуження в тотожності (50) коли ),(  xt . 
Отримаємо тотожність 

 )),,(,()),,(,()),,(,(),,(~
1),(   xxxxWxxWtxW qqxt .     (51) 

Скориставшись відомою методикою (див.[1-3]), отримаємо наступну 
оцінку залишкового члена асимптотики розв'язку СЗЗ (1): 

   q
q

qx x K


1
1

2
1( , ( , ), ) ,    q>0,                                                        (52) 

де постійна 1qK  не залежить від Ix  і малого параметру 0 . 
У частинному випадку, коли 0q  за рахунок того, що Q xik0 0( )  , на 

довільному компакті відрізка I , який не містить точок 0x  і ax   має місце 
оцінка 

11 )),,(,( Kxx  .                                                                       (53) 
Скориставшись оцінками (52) і (53), можна показати, що на довільному 

компакті відрізка I , який не містить точок 0x  і ax   справедлива оцінка 

lim ( , ) ( )


 
 


0
W x x ,                                                                      (54) 

де ( )x  – розв'язок виродженого векторного рівняння (3). 
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Сформулюємо у вигляді загальної теореми отримані результати. 
Теорема 3. Нехай:  1) для СЗЗ (1) виконуються Умови 10 і 20; 

2)  лінійний оператор А еквівалентний канонічній матриці (4).  
3) det ~ (( ) ) , ,B k a k2 1 0 1 2     і det1 0 . 

Тоді для досить малих значень параметра  > 0: 
1) описаним вище методом для розв'язку розширеної задачі (8) в ПБР (12) 
може бути побудований єдиний  формальний ряд (18); 
2) звуження формального ряду (17) при ),(  xt  є асимптотичним 
рядом  розв'язку СЗЗ (1);  
3) залишковий член асимптотики розв'язку СЗЗ (1) має оцінки, зображені 

співвідношенями (52) і (53); 
4) на довільному компакті відрізка I , який не містить точок 0x  і 

ax   справедлива гранична рівність (54). 
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УДК 515.1 

СИНГУЛЯРНОСТИ С ТОЧКИ ЗРЕНИЯ ГОМОЛОГИЙ НА 
ТРЕХМЕРНЫХ  МНОГООБРАЗИЯХ 


Рассматриваются критические точки гладких функций на многообразиях с точки 

зрения теории гомологий и дополняются известные инварианты – ранги 
относительных групп гомологий. 

We describe the ranks of homology groups of conic critical points on 3-deminsional 
manifolds. 
Теория особенностей гладких функций имеет обширную область 

приложения в различных направлениях науки, техники, экономики: в теории 
упругих конструкций, оптике, термодинамике, лазерной физике, биологии, 
моделировании экономических процессов. Поэтому наиболее полная 
характеристика этих особенностей, а также их взаимосвязь со структурой 
множеств и характером функций, заданных на них, является важной задачей. 

Различные аспекты теории особенностей функций на многообразиях 
рассматриваются в современной математике (см., напр., [1]). Мы рассмотрим 
критические точки гладких функций на многообразиях с точки зрения теории 
гомологий, дополнив известные инварианты – ранги относительных групп 
гомологий. Напомним ([2],[3]) некоторые определения.  

Точка p  n-мерного гладкого многообразия М называется конической 
точкой гладкой функции , заданной на М, если в некоторой окрестности 
UM точки  р  прообраз (p) в U гомеоморфен конусу с вершиной в точке  р 
над несвязным объединением (n-2)-мерных связных многообразий Li  без 
края: 

 -1 (( p))  U = Con(p,Li). 

На сфере, ограничивающей шаровую окрестность в U точки р, конус 
отсекает так называемое “приклеиваемое” множество – несвязное 
объединение (n-1)-мерных многообразий, ограниченных Li, для которого  
значения функции  f  не превосходят ее значения в точке р. 

Пусть xi  - множество изолированных критических конических точек 
функции   f: M R   на поверхности уровня f-1(c) многообразия M. На 
множестве   Mc = {xєM: f(x)≤c} рассмотрим  относительные группы 
гомологий 

Hk(Mc,Mc \{x}i).  
В силу изолированности критических точек под группой  Hk(Mc,Mc\{x}i) 

будем понимать группу 
Hk(Mc,Mc\U{x}i), 

где  U{x}i  - множество достаточно малых окрестностей точек  {x}i. 
Рассмотрим целые числа  βk(Mc,Mc\{x}i), где  βk(X,Y)=dim Hk(X,Y)  (над 
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соответствующим полем) – так называемые числа Бетти пары (X,Y). Если на 
поверхности уровня f-1(c) расположена единственная критическая точка x, то 
числа  βk(Mc,Mc\x) могут служить характеристикой этой критической точки. 
Заметим, что ранги относительных групп гомологий не могут полностью 
характеризовать критическую точку, но с некоторой дополнительной 
информацией о критической точке они могут служить ее характеристикой. 

Утверждение. На гладком компактном связном трехмерном 
многообразии М существует гладкая функция f:M→R, имеющая четыре  
конических критических точки: точку минимума, точку максимума, 
критическую точку, для которой β1=m, β2=0, “приклеиваемое” множество – 
несвязное объединение m+1 двумерного диска и критическую точку, для 
которой β1=1, β2=m, “приклеиваемое” множество – замыкание двумерной 
сферы без несвязного объединения m+1 двумерного диска (m – некоторая 
константа). 

Доказательство основано на преобразовании функции, имеющей на 
многообразии в точности четыре критических уровня: минимума, 
максимума, содержащего только критические точки индекса один и 
содержащего критические точки индекса два, и применении теоремы [2]. 

БИБЛИОГРАФИЯ 
1. Шарко В.В. Функции на многообразиях.-Киев:Наук.думка,1990.-196с. 
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УДК 519.213 

РОЗПОДІЛИ ФІБОНАЧЧІ 


Изучается семейство арифметических распределений, которые являются 

обобщениями биномиального распределеня. Получены асимптотические формулы 
для математического ожидания и дисперсии. Кроме того, найдены наиболее 
вероятные значения соответствующей случайной величины. 

The family of arithmetical distributions, which the binomial distribution are a 
generalization,  is studied.  For the expectation and variance the asymptotic formulas  are 
determine. Thereto, the most probable number  of corresponding random variable are 
found. 

Проводиться n незалежних випробувань Бернуллі з імовірністю успіху p. 
Ймовірність pk того, що при такому експерименті отримаємо рівно k успіхів 
за умови, що за кожним успіхом слідує принаймні m (m0) невдач можна 
знайти за формулою: 

  







 )1/(

0
)/(

)/(
mn

i

ii
min

kk
mkn

k

qpC

qpCp  , k=0, 1, 2,…, [n/(m+1)], p+q=1. (1) 

Якщо m=0, то це звичайний біноміальний розподіл з параметрами (n, p). 
Розподіли, які визначаються за допомогою співвідношення (1), частинні 

випадки арифметичних (a, b, m, n)-розподілів. 
Означення. Випадкова величина  має розподіл Фібоначчі з 

параметрами (a, b, m, n), якщо вона приймає значення k=0, 1, 2, …, [n/(m+1)] з 
ймовірностями 

  










 )1/(
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)1(

)1(

mn
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imnii
min

kmnkk
mkn

k

abC

abCp  , (2) 

a, b довільні додатні числа, m, n – натуральні. 
Якщо в (2) покласти a=1, b=p/q, то отримаємо (1), а у випадку m=1, 

a=b=1, отримаємо розподіл, який вивчав П.Філіппоні, [1]. 
Метою даної роботи є дослідження розподілiв Фібоначчі, як то: 

дослідити поведінку M при n , дослідити поведінку  D при n , 
знати найбільш ймовірне значння випадкової величини . 
Лема 1. Числа 

 
 









)1/(

0

)1(:),(
mn

i

imnii
minn abCbau  (3) 

задовольняють рекурентне співвідношення 
 un+m+1=aun+m + bun, u0=1, u1=a, …, um=am. (4) 
Співвідношення (4) випливає з такої тотожності: 
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 i
mimn

i
mimn

i
mimn CCC 1

1



  . 

Далі використовуватимемо характеристичне рівняння для рекурентного 
співвідношення (4):  

 zm+1=azm + b  (5) 
Лема 2. Рівняння (5) має єдиний додатний корень a< <a+2. Всі інші 

корені  цього рівняння 1, 2, …, m по модулю строго менші, ніж . 
Доведення. На проміжку [a,] функція f(z):=zm+1azm – b строго 

монотонно зростає (f΄(z)= (m+1)zmmazm–1= zm–1((m+1)z–ma)>0), в точці а  
f(a)=−b<0, а для досить великих z f(z)>0, тому існує єдине , де f()=0. 

Далі перепишемо рівняння (5) так: 

1
1


  m

mm bwaw


, де w=z/λ. Звідси 1 m
m baww


. Припустимо, що існує 

корінь w0≠1 і 10 w . Тоді 

aawbaww m

m   10100 , але 

ab

m  11 , 

бо λ корінь рівняння (5), прийшли до протиріччя. Отже,  00 1 zw , z0 
любий корінь рівняння (5), який не дорівнює λ. 
Лема 3. Має місце рівність: 

 un(a,b)=Cλn + C1λ1
n+ …+Cmλm

n, (6) 
де сталі C, C1 ,…, Cm знаходяться з початкових умов рекурентного 
співвідношення (4). 

Рівність (6) випливає з того, що рекурентне співвідношення (4) – лінійне 
однорідне з постійними коефіцієнтами. 

Неважко показати, що, наприклад, 
 




m

k k

ka
C

1

lnln

 . 

Для знаходження математичного сподівання і дисперсії досліджуваного 
розподілу скористаємось генератрисою розподілу. Позначимо її через P(z), 

),(
),(

)(
bau
bzauzP

n

n , Mξ=P΄(1), Dξ=P˝(1)+P΄(1) –(P΄(1))2.   (7) 

Для знаходження відповідних похідних спочатку знайдемо похідні по z 
від функцій un(a,bz). Ці функції задовольняють рекурентне співвідношення 

 un+m+1(a,bz)=aun+m(a,bz) + bun(a,bz), u0=1, u1=a, …, um=am. (8) 
Характеристичне рівняння для цього рекурентного співвідношення 
 wm+1=awm+ bz. (9) 
Нехай λ(z), λ1(z), …, λm(z) розв’язки рівняння (9) . Тоді 
 λ(1)=λ, λ1(1)=λ1, …, λm(1)=λm (10) 
 
 un(a,bz)=C(z)(λ(z))n+C1(z)(λ1(z))n+…+Cm(z)(λm(z))n, (11) 
 



 

Випуск 57                                       Серія: Математичні науки                     НАУКОВI ЗАПИСКИ 

 33 

функції C(z), C1(z),…, Cm(z) можна знайти з початкових умов (8), а C(1)=C, 

C1(1)=C1,…, Cm(1)=Cm. Наприклад, 
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k

zz
zazC

1 )()(
)(ln)(ln


 . 

Будемо користуватись позначеннями: C΄=C΄(1), C1΄=C1΄(1), …, 
Cm΄=Cm΄(1) і аналогічними позначеннями для других похідних. 
Теорема 1. Мають місце асимптотичні рівності: 
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де сталі CM і CD можна виразити через корені рівняння (5) (див. далі). 
Доведення. Спочатку знайдемо похідні по z від розв’язків рівняння (9), 

користуючись цим рівнянням, отримаємо 
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Аналогічні формули мають місце і для функцій λk(z), k=1,2,…, m. 
Користуючись (11), знаходимо 
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при n , бо 
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 , k=1, 2,…, m за лемою 2.  

Якщо скористатись (14), то матимемо 
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що доводить співвідношення (12) теореми. 
З виразу для lnC(z) випливає 
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а за формулами (14) цю сталу можна виразити через корені 
характеристичного рівняння (5). 

Подібно до попереднього, знайдемо 
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Якщо скористатись (7), (14), (15) і (17), то 
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що доводить співвідношення (13) теореми. 
З виразу для lnC(z) випливає 

 

22

1
: 





















































 

 
 











k

k

k

k
m

k k

k

k

k
D aaC

CC , (21) 

а за формулами (14) і (16) цю сталу можна виразити через корені 
характеристичного рівняння (5). 

Наслідок 1. Мають місце співвідношення: 
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Якщо в співвідношенні (22) взяти m=1, a=b=1, то отримаємо результат 
Філіппоні [1, Theorem 4, P.338]. 

Наслідок 2. Нехай розподіл випадкової величини задається 
співвідношеннями (1). Тоді 
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де λ додатний корінь рівняння qλm+1=qλm+p. 
Наслідок 3. Нехай m=1. Тоді 
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Зокрема, якщо a=b=1, то  
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Для знаходження найбільш ймовірного значення випадкової величини 
ξ можна діяти подібно тому, як це робиться у випадку біноміального 
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розподілу, тобто, потрібно розв’язати нерівність 11 

k

k

p
p  відносно k. 

Обмежимося випадком m=1.  
Теорема 2. Нехай  
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Тоді найбільш ймовірними значеннями випадкової величини ξ будуть 
числа [μ] (ціла частина числа μ), якщо μ неціле, і μ та μ+1, якщо μ ціле. 

Доведення. 
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Відповідний квадратний тричлен має такі корені: 
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 , а звідси випливає результат 

теореми, бо 
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Якщо параметри a та b натуральні, то можна займатись пошуками таких 
n, для яких μ ціле. У випадку a=b=1 відомо: μ ціле тоді і тільки тоді, коли 
n=F4s, s=1,2,…, Fr – r–те число Фібоначчі [1, Theorem 6, P.340]. У випадку 
довільних натуральних a та b потрібно розв’язувати рівняння :  

 x2=Ay2+4b2  , A=a2(a2+4b). (25) 
Розглянемо випадки. 

1). Якщо A повний квадрат, то шукаємо розв’язки серед піфагорових 
трійок. 

2). Нехай A не є повним квадратом і b=1. Тоді рівняння (25) рівносильне 

рівнянню Пелля 1
2
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 yaax , найменший розв’язок якого (a2+2, 1), 

а тому (див., наприклад, [2]) можна отримати нескінченну множину 
розв’язків (xs, ys) рівняння (25) за формулами 
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Ці формули можна перетворити, скориставшись тим, що  
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Далі n шукаємо серед чисел ys–1, а якщо врахувати таку властивість чисел u і 

t: (a2+4)u2s–1−at2s=2t2s–1, то 
aa

aat s

)4(
)3(

2

2
12




  , s=1,2,3… .  

Якщо s парне, то t2s–1−a(a2+3) ділиться націло на a(a2+4).  
3). Нехай A не є повним квадратом і b>1.Тоді ( див. ,наприклад, [1]) 

можна користуватись такою множиною розв’язків рівняння (25): 
ss

s AyxAbaAyxAbax ))(2(
2
1))(2(

2
1

00
2

00
2  , 

ss
s AyxAba

A
AyxAba

A
y ))(2(

2
1))(2(

2
1

00
2

00
2  , 

s=1,2,3… , де (x0, y0) найменший нетривіальний розв’язок рівняння Пелля 
x2=Ay2+1.  

П р и к л а д и .  
a 1 1 1 1 1 2 3 3 4 
b 1 3 4 9 10 1 1 3 1 
n 20 1908 104 300 8768 203 1308 114 5795 
μ 5 649 39 125 3699 29 109 19 365 
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УДК  518.3 / 681.142.2 

ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЙ АЛГОРИТМ А-
МЕТОДА В.К.ДЗЯДЫКА И ЕГО РЕАЛИЗАЦИЯ 

СРЕДСТВАМИ АЛГЕБРАИЧЕСКОГО 
ПРОГРАММИРОВАHИЯ 


Побудовано аналiтичний наближений метод розв’язування задачi Кошi для 

лiнiйних дифеpенцiальних piвнянь поpядку  k  з многочленними коефiцiентами -- 
ЛДУМК. Вихiд методу – многочлен. Цей многочлен оптимально апроксимує 
розв’язок задачi Коши для ЛДУМК i тотожний многочлену який одержують за а-
методом В.К.Дзядика. Побудований метод не має найбiльш складного пеpетворення 
а-методу В.К.Дзядика – пеpетворення задачi Кошi в iнтегpальне piвняння. Засобами 
системи алгебраїчного програмування APS метод перетворено в обчислювальну 
пpоцедуpу на мовi програмування APLAN. 

Analytic approximation method of solving initial-value problem for linear differential 
equations with polynomial coefficients (LDEPC) of order k is presented. Output of the 
method is a polynomial. This polynomial optimally approximates the solution of initial-
value problem for LDEPC and is identically equal to the polynomial computed by V.K. 
Dzyadyk a-method. The method presented does not contain the most complex 
transformation of V.K. Dzyadyk a-method - transformation of initial-value problem into 
the integral equation. The method is implemented by means of algebraic programming 
system in a computation procedure in APLAN programming language. 

1 Проблема 
Линейные дифференциальные уравнения порядка   k 

 
 LDUMK := ( D[ y ] = 0 ) ;  D[ y ] = A * y(k) + . . . + C * y + G ; (1) 
 
где коэффициенты  A , . . . , C , G   являются известными многочленами 
независимой переменной   x ,  y – неизвестная (искомая) функция переменной  
x  (ЛДУМК), являются классическим аппаратом математического 
моделирования. ЛДУМК определяют основную часть элементарных функций 
и специальных функций математической физики (СМФ). Решение уравнений 
этого типа в виде конечной композиции элементарных функций или в 
квадратурах удается найти только для очень узкого подкласса  ЛДУМК. 
Поэтому в связи с потребностями практики постоянно разрабатывались 
методы приближенного решения ЛДУМК (1). Одним из старейших методов 
решения уравнений этого типа является метод разложения в ряд Тейлора . 
Согласно этому методу решение задачи Коши для уравнения (1) – системы из 
уравнения (1) и условий в начальной точке   d  

init_cond := { y(d) = Y0 ,  y'(d) = Y1 , . . . ,  y(k-1)(d) = Yk-1 } ;                 (2) 
в окрестности точки  d   приближается отрезком ряда Тейлора порядка  n   
 

T[ n , y , d , x ] = c0 + c1 * (x – d) + . . . + cn * (x – d)n 
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Погрешность    y( x ) - T[ n , y , d , x ]    метода разложения в ряд Тейлора 
пропорциональна  (x - d)n+1.  При больших  значениях   x - d  эта погрешность 
медленно стремиться к нулю при   n → ∞ ,  а если значение  x - d  больше 
радиуса сходимости ряда Тейлора, то эта погрешность вообще не стремиться 
к нулю при  n → ∞ . Погрешность метода обычно оценивают в пpостpанстве  
C[a,b]  -- пространстве Банаха функций непрерывных на отрезке  
аппроксимации  [a, b]  с равномерной (Чебышевской) нормой   

|| y || C[a,b] = max {  | y(x) | , x  [ a , b ] } 
Коэффициент оптимальности решения задачи Коши для обыкновенных 
дифференциальных уравнений методом разложения в ряд Тейлора в 
пространстве  C[a, b]  с ростом  n   растет со скоростью геометрической 
прогрессии 

 Opt( метод разложения в ряд Тейлора , задача Коши , [a,b] , n , C[a,b] ) = 
|| y - T[ n , y , d , x ] || C[a,b] /  E[ n , y , C[a,b] ] = O( qn ) , 

 где    q > 2 , 
E[ n , y , C[a,b] ] := infCi || y - (C0 + C1 * x + . . . + Cn * xn ) || C[a,b]  

 
– величина наилучшего пpиближения функции  y  многочленами степени  n  в 
пpостpанстве    C[a, b].  Эти обстоятельства, а также необходимость 
вычисления большого числа частных производных, резко ограничивают 
область применения метода разложения в ряд Тейлора. 

Аналитические приближенные методы решения задачи Коши для 
обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ)  – методы вычисления 
алгебраических многочленов  

yn = c0 + c1 * x + . . . + cn * xn                                                (3) 
приближающих решение  y  этой задачи -- разработаны для отдельных типов 
ОДУ и для отдельных уравнений.  Для оценки эффективности этих методов  
наиболее часто используют критерий -- точность аппроксимации в 
пpостpанстве  C[a,b]. 

Если метод имеет ограниченный коэффициент оптимальности 
 Opt( метод , задача Коши для ОДУ , [a,b] , n , C[a,b] )  < Const , 

то он оптимален по точности аппроксимации в пространстве  C[a,b] . 
Наибольше аналитических приближенных методов построено для 

решения задачи Коши для ЛДУМК (1), (2). Это тау-метод Ланцоша, а-метод 
В.К.Дзядыка [1], метод Кленшоу , метод Миллера и другие.  Оптимальным 
по точности методом решения задачи Коши для ЛДУМК является а-метод 
В.К.Дзядыка .       В а-методе выполняют следующие преобразования: 
– смещение ЛДУМК (1) и начальных условий (2) к новой начальной точке 

                d := 0;                                                     (4) 
– преобразование смещенной задачи Коши для ЛДУМК (1) , (2), (4) в 
линейное интегpальное уpавнение Вольтеppа с коэффициентами и ядpом 
являющимися многочленами (ЛИУМК) эквивалентное задаче Коши 

LIUMK := ( F[ y ] = 0 ) := Int_equation( LDUMK , init_cond ) ;            (5) 
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   F[ y ] = F[ y , x ] := A * y + V[ K * y ] + G ;     V[ u ] := ∫ 0x u(t) dt ;         (6) 

– решение ЛИУМК (5) на отрезке [a - d, b - d] а-методом В.К.Дзядыка и 
вычисление аппроксимирующего многочлена вида (3)   

 yn = solve_a-method( LIUMK , [a - d, b - d] , n ) ;                       (7) 
–  линейный перенос многочлена    yn   (7) к начальной точке условий (2).  
Метод (7) решения ЛИУМК -- solve_a-method -- предполагает 
аппроксимацию уравнения (5) – добавление в это уравнение невязки  c тау-
коэффициентами 

 F[ yn ] + Em  = 0 ;                                                (8) 
 m := deg( F[ yn ] ) ;                                               (9) 

Em := tau1 * f( n + 1 , x ) + . . . + taum-n * f( m , x ) ;               (10) 
и базисом  {  f( i , x ) ,   i = 0, 1, . . . } -- многочлены Чебышева первого рода 
линейно перенесенные на отрезок аппроксимации  [a , b] 

f( i , x ) := cos( i * arcccos( z ) ) ;  z := 2 * (x - a) / (b - a) - 1 ;           (11) 
Преобразование задачи Коши для ЛДУМК (1) , (2), (4) в ЛИУМК (5) 

является наиболее сложным в а-методе. Формулы этого преобразования 
полученны В.К.Дзядыком [1] и не реализованы программно в общем виде.          
Тау-метод Ланцоша, метод Кленшоу, метод Миллера и а-метод В.К.Дзядыка  
широко применяются для вычисления коэффициентов Фурье-Чебышева 
специальных функций математической физики (СМФ). Поэтому актуальна 
следующая задача.  

Задача 1. Построить оптимальной по точности аналитический 
приближенный метод решения задачи Коши для ЛДУМК (1), (2) на отрезке. 
Метод не имеет преобразования задачи Коши для ЛДУМК (1), (2) в ЛИУМК. 
 

2  Компьютерный аспект проблемы 
 

Системы компьютерной алгебры стали средой математического 
моделирования. Они широко применяются в практике моделирования. 
Системы компьютерной алгебры имеют эффективные средства для 
программирования символьного преобразования многочленов вида (3). Если 
многочлен размещается в оперативной памяти компьютера, то, как правило, 
система компьютерной алгебры достаточно эффективно выполняет все 
известные алгебраические, дифференциальные и интегральные 
преобразования этого многочлена. Поэтому в системе компьютерной 
алгебры: 
– предпочтительным объектом символьного преобразования является 
многочлен степени  n   вида (3) ;  
– предпочтительным приближенным методом решения обыкновенных 
дифференциальных уравнений является аналитический метод: согласно 
этому методу система вычисляет многочлен вида (3) и этот многочлен 
оптимально по точности аппроксимирует решение ОДУ на отрезке [ a , b ]. 
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Средствами алгебраического программирования а-метод В.К.Дзядыка 
реализован [2] в виде APLAN-процедуры. В системе алгебраического 
программирования APS эта процедура решает задачу Коши для ЛДУМК 
общего вида (1), (2) с точкой задания начальных условий вида (4). Эта 
процедура имеет опеpатоp   Int_equation . Он выполняет наиболее сложное 
пpеобpазование а-метода В.К.Дзядыка [1] – задачи Коши (1), (2), (4) в 
ЛИУМК (5) и тpебует опеpативной памяти больше, чем остальная пpоцедуpа. 
Поэтому программы для решения задачи Коши для ОДУ, построенные на 
основе этого оператора и итерационных методов согласно идеи В.К.Дзядыка, 
требуют память, как правило, большую чем имеет система APS. 

Решение задачи Коши для ЛДУМК (1), (2) процедурой, реализующей 
дифференциальный алгоритм а-метода В.К.Дзядыка [3], тождественно                   
а-методу [1] на очень важных для практики классах ЛДУМК (1)  

k = 1 ;   и     k = 2 ; A = Const . 
Но эти классы ЛДУМК не содержат всех ЛДУМК применяемых на практике . 

Исходя из изложенного выше, для систем компьютерной алгебры 
актуальна следующая задача. 

Задача 2. В системе компьютерной алгебры построить процедуру для 
решения задачи Коши для ЛДУМК (1), (2) на отрезке  [ a, b ]. Процедура 
вычисляет многочлен вида (3).  Этот многочлен аппроксимирует решение 
исходной задачи Коши на отрезке [ a , b ] оптимально по точности. 
Процедура не имеет преобразования задачи Коши для ЛДУМК (1), (2) в 
ЛИУМК (5). 
 

3  Интегро-дифференциальный алгоритм а-метода 
 

      Идея. Вычислить аппроксимирующее уравнение (8) а-метода 
В.К.Дзядыка (5) – (11) в результате непосредственного преобразования 
задачи Коши для ЛДУМК (1), (2), (4). 
       Метод 1: 
– вычислить аппроксимацию ЛДУМК (1)  

SD := ( coefTayl( D[ yn ] + Em
(k) , i ) = 0 ,  i := 0 , . . . , m - k ; ) ;      (12) 

где невязка  Em  имеет вид (10) и параметр 
   m =  k + q ;   q = deg( D[ yn ] ) ;    k = ord_equ( D[ y ] ) ;            (13) 

– вычислить аппроксимацию начальных условий (2), (4) СЛАУ 
 SI := ( D[ j , yn(d) , d ] + Em

(j)(d) = D[ j , init_cond , d ] ,   j := 1 , . . . , k ; ) ;  (14) 
где оператор 

D[ j , y , x ] := D[ j , y ] := DV[ D[ j - 1 , y ] ];                  (15) 
это диффеpенциальная часть пеpвообpазной поpядка  j   опеpатоpа  D[ y ]  (1); 
      D[ j , yn(d) , d ] --   подстановка в оператор D[ j , y , x ] многочлена  yn  (3) с 
символьными коэффициентами  и точки задания начальных условий (2) ; 
 D[ j , init_cond , d ] -- подстановка в оператор D[ j , y , x ]  условий (2).  
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Пример 1. Функция   ln( x + 1 )  является pешением задачи Коши 
 (x + 1) * y' = 1 ;       y(0) = 0 ;                              (16) 
Пpоцедуpа   Int_equation   пpеобpазует задачу Коши (16) в ЛИУМК (5) вида 

    (x + 1) * y - V[ y ] - x = 0 ;                                 (17) 
Аппpоксимация ЛИУМК (17) а-методом В.К.Дзядыка (8) -- (10) имеет: 
1) паpаметp (9) невязки (10) 

m := deg( F[ yn ] ) := n + 1 ; 
2) невязку (10) с одним тау-коэффициентом 

Em := tau * f(n + 1 , x) ; 
3) уравнение (8) эквивалентное СЛАУ вида 

S := { coefTayl( F[ yn ] + Em ,  i ) = 0 ,  i := 0 , . . . , m ; } := 
{ a(m , 0) * tau +                         c0     = 0 , 
a(m , 1) * tau +                  c1 +       -1 = 0 , 
a(m , 2) * tau + c2 + 1/2 * c1              = 0 , 

. . . 
a(m , i) * tau + ci + (i - 1) / i * ci-1      = 0 , 

. . . 
a(m , m) * tau             + n/m * cn     = 0 } ;                        (18) 

 
где   m  :=  n + 1 ; 
    a(m , i)  -- коэффициенты многочлена базиса невязки   f(m , x) . 

Аппpоксимация задачи Коши для ЛДУМК (16) методом (12) – (14) 
имеет: 

1) паpаметp  m  (13) невязки (10) тождественный параметру невязки а-
метода 

k := ord_equ( D[ y ] ) := 1 ;   m  := k + deg( D[ yn ] ) := n + 1 ; 
2) невязку с одним тау-коэффициентом – вида тождественного виду 

невязки аппроксимации ЛИУМК (17) а-методом ; 
3) СЛАУ (12) вида 

SD :={ coefTayl( D[ yn ] + Em' , i ) = 0 ,  i := 0 , . . . , n ; } := 
{   a(m , 1) * tau +                   c1 + -1 = 0 , 
2 * a(m , 2) * tau +    2 * c2 + c1          = 0 , 

. . . 
i * a(m , i) * tau + i * ci + (i - 1) * ci-1 = 0 , 

. . . 
m * a(m , m) * tau + n * cn                  = 0 }; 

и эта СЛАУ тождественна части  ( i = 1 , . . . , m ; ) СЛАУ   S (18); 
4) СЛАУ (14) вида 

SI := ( yn(0) + Em(0) = 0 ) := ( c0 + a(m , 0) * tau = 0 ) ; 
и эта СЛАУ тождественна первому уpавнению СЛАУ (18)       SI = S , ( i = 0 ); 
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4  Обоснование интегро-дифференциального алгоритма а-метода 
 
Теорема 1. Пусть: 
– точка задания начальных условий (2) имеет вид (4)  --  d = 0 , 
– ЛДУМК (1) не имеет особенности вида   A(d)  = 0. 
      Тогда тождественны:  СЛАУ а-метода В.К.Дзядыка 

 
S := ( coefTayl( F[ yn ] + Em ,  i ) = 0 ,   i := 0 , . . . , m ; ) ;           (19) 

и объединение СЛАУ (12) и (14) метода 1 --  conc( SI , SD ). 
Доказательство. Согласно определения ЛИУМК (5), для оператора 

этого ЛИУМК и оператора ЛДУМК (1) имеет место тождество  
( F[ y ] )(k) = D[ y ] ;                                    (20) 

Поэтому теорема 1 является непосредственным следствием лемм 1 – 5. 
Леммы доказаны ниже.  
Лемма 1. Пусть: 
– порядок а-метода В.К.Дзядыка (4) -- (11) и интегро-дифференциального 
алгоритма а-метода (12) – (14)  n > k - 1 , 
– для опеpатоpов   D[ y ]    ЛДУМК (1) и    F[ y ]  (6) ЛИУМК (5) имеет 
место тождество (20). 

Тогда вид невязки   Em  (10) для уравнения (8) тождественен виду этой 
невязки для СЛАУ (12), (14) . 

Доказательство. Согласно правил дифференцирования, для 
многочленов  Pm  степени  m > k - 1  имеет место тождество 

deg( Pm
(k) ) = deg( Pm ) - k ; 

 Согласно этого тождества и тождества (20) имеет место тождество 
deg( F[ yn ] ) = deg( D[ yn ] ) + k ,                             (21) 

где многочлены  D[ yn ]  и   F[ yn ]  являются результатами преобразований 
операторами   D[ y ] (2) и F[ y ]   (6) многочлена   yn   вида (3) с символьными 
коэффициентами. Тождество (21) является тождеством значений параметра  
m  (9) невязки (10) уравнения (8) и параметра  m  (13) невязки (10) СЛАУ (12) 
и (14). Параметры  n , m  однозначно определяют вид невязки (10). 
Лемма 2. Пусть для опеpатоpа   D[ y ]   ЛДУМК (1) и опеpатоpа  F[ y ]   (6) 
ЛИУМК (5) имеет место тождество (20) . 

Тогда СЛАУ (12) тождественна уравнениям  i := k , . . . , m ;  СЛАУ (19) 
 SD = S ( i := k , . . . , m ; ) ; 

Доказательство. Согласно правил дифференцирования, для 
многочленов  Pm  степени  m > i   и   j < i   имеет место тождество 

coefTayl( Pm , i ) * i! := coefTayl( Pm
(j) , i - j ) * (i - j)! 

Согласно этого тождества и тождества (20), если  i > k , то имеет место 
тождество 

coefTayl( F[ yn ] , i ) * i! := coefTayl( D[ yn  ] , i - k ) * (i - k)! 
где многочлены  D[ yn ]  и   F[ yn ]  являются результатами преобразований 
операторами   D[ y ]   (1) и   F[ y ]   (6) многочлена yn вида (3) с символьными 
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коэффициентами. Согласно лемме 1, вид невязки уравнения (8) и СЛАУ (12) 
тождественен. Поэтому, если  i > k , то имеет место тождество 

coefTayl( Em , i ) * i! := coefTayl( Em , i - k ) * (i - k)! 
Из этих тождеств непосредственно следует тождество СЛАУ (12) и части ( i 
= k , . . . , m ; ) СЛАУ (19).□ 
Лемма 3. Пусть: 
– для опеpатоpа   D[ y ]  (1) и опеpатоpа  F[ y ]  (6) имеет место 
тождество (20), 
– операторы  D[ j , y , x ]  (15) удовлетворяют начальным условиям (2), (4). 

Тогда имеют место тождества 
( F[ y , x = 0 ] )(k - i) = D[ i , y , x = 0 ] - D[ i , init_cond ] ,  i = 1 , . . . , k      (22) 

Доказательство. Значение линейного интегрального оператора 
Вольтерра   V[ u ]  (6) в точке ноль, очевидно, равно нулю. Поэтому оператор  
F[ y ]  (6) в точке ноль имеет значение 

F[ y , x = 0 ] = A(0) * y(0) + G(0) ;   G(0) = - A(0) * Y0 ; 
Согласно тождества (20) оператор  D[ k , y , x ]  имеет вид 
 

D[ k , y , x ] = A * y 
Поэтому справедливы тождества 

D[ k , y , x ] = A(0) * y(0) ,   D[ k , init_cond ] = A(0) * Y0 
и, следовательно, тождество (22) имеет место в случае  i = k .  Тождество (22) 
для производных оператора   F[ y ]  доказывается аналогично. □ 
Лемма 4. Операторы (15) имеют вид 

D[ i , y ] = A * y(k-i) + . . . + E * y ;   i = 1 , . . . , k ;                     (23) 
Доказательство. Согласно определения (15) и лемме 3, операторы  D[ i , 

y ] ,   i = 1 , . . . , k , являются диффеpенциальным слагаемым производной 
порядка   k – i    опеpатоpа   F[ y ]  (6) . Согласно определения оператора  F[ y 
]  (6), дифференциальное слагаемое его производной порядка  k – i  имеет вид 
(23). □ 
Лемма 5. Пусть ЛДУМК (1) не имеет особенности вида  A(d)  = 0   в точке 
задания начальных условий (2) вида (4)   d = 0 . 

Тогда тождественны СЛАУ (14) и первые  k  уравнений СЛАУ (19) 
SD := S ( i := 0 , . . . , k - 1 ; ) ; 

Доказательство. Доказываемое тождество является непосpедственным 
 следствием тождеств (22), (23) и тождества вида невязки СЛАУ (14) и (19). 
 Последнее тождество доказано в лемме 1. □ 
      

5  Реализация метода (12) – (14) в APS 
        
       Вход: – ЛДУМК (1) , 
                  – начальные условия (2) с начальной точкой вида (4) , 
                  – отрезок аппроксимации  [a, b] , 
                  – порядок искомого аппроксимирующего многочлена вида (3). 
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Выход. 
 Многочлен вида (3) – решение задачи Коши (1), (2), (4) методом (12) – (14). 

Алгоритм 1. Операции преобразования -- вычислить: 
1. Объединение СЛАУ (12) и (14) 

S := conc( SI , SD ) ;                                              (24) 
2. Решение СЛАУ (24) -- коэффициенты многочленов    yn ,  Em 

Coef := solve( S ) ;                                                 (25) 
3. Многочлен  yn  вида (3) с коэффициентами    c0 , . . . , cn    из списка (25) 

yn := ser( n , Coef ) ;                                               (26) 
Решение задачи Коши (16) по алгоритму 1 с базисом невязки 

тождественным базису ряда Тейлора  { xi } , n := 2 ;  Em := tau * x3 ; 
1. СЛАУ (14) аппроксимирующая начальное условие        {  y = 0  } 

SI := { D[ 1 , yn(d) , d ] + Em(d) = D[ 1 , init_cond , d ] } := { c0 = 0 } ; 
СЛАУ (12) аппроксимирующая ЛДУМК          { (x + 1) * y' - 1 = 0 } 

SD := { coefTayl(D[ yn ] + Em
(k) ,  i ) = 0 ,  i := 0 , . . . , m - k ; } := 

{             c1  - 1  = 0 , 
2 * c2 + c1       = 0 , 

3 * tau  + 2 * с2 = 0 } ; 
2. Решение объединения (24) этих СЛАУ 
 

Coef := solve( S ) := { tau = 1/3 ,  c0 = 0 ,  c1 = 1 ,  c2 = 1/2  }; 
3.   yn := ser( n , Coef ) := x - 1/2 * x2 ; 
     Решение задачи Коши (16) по алгоритму 1 с базисом невязки (11) 
     n := 2 ;  interval := (0 , 1) ;  Em := tau * cheb(n+1 , 2x - 1) ;  
1. СЛАУ (14) аппроксимирующая условие             init_cond := ( y(0) = 0 ) ; 
SI := { D[1 , yn(d) , d ] + Em(d) = D[1 , init_cond , d ] } := { - tau  + c0 = 0 } ; 

СЛАУ (12) аппроксимирующая ЛДУМК            { (x + 1) * y' - 1 = 0 } 
SD := { coefTayl( D[ yn ] + Em

(k) , i ) = 0 ,  i := 0 , . . . , m - k ; } := 
 { 18 * tau  +             c1 - 1  = 0 , 
-96 * tau  + 2 * c2 + c1      = 0 , 
96 * tau  + 2 * с2           = 0 } ; 

2. Решение объединения (24) этих СЛАУ 
Coef := solve( S ) := { tau = 1/210 , с2 = -8/35 , с1 = 32/35 , c0 = 1/210 } ; 

3.     yn := ser( n , Coef ) := -8/35 * x2 + 32/35 * x + 1/210 ; 
Стpуктуpа данных. Стpуктуpа данных построенной процедуры 

тождественна структуре данных процедур [2] и [3]. 
1. Слагаемые ЛДУМК (1) упорядочены по порядку производных и ЛДУМК 
имеет вид принятый в системе  Maple  III 

LDUMK := ( A * dif(y , k) + ...+ C * y + g = 0 ); 
где   y  -- атом, коэффициенты  A , . . . , B , C , g  -- многочлены переменной 
(атома)  x    естественного вида . 
2. Начальные условия (2), (4) задаются в виде принятом в системе  Maple III. 
Начальная точка (4) определяется оператором присвоения 
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InitPoint := 0 ; 
и значения производных в этой точке определяются в виде списка  

init_cond := 
 ( y = Yo , dif(y,1) = Y1 ,..., dif(y,s) = Ys ); 

где  y - атом,    s := k - 1 ; 
3. Описание отpезка аппpоксимации  [ a , b ]   имеет вид 

interval := (a , b); 
4. Процедура вычисляет объединение (24) СЛАУ (12), (14). Неизвестными 
СЛАУ (24) являются коэффициенты многочленов   yn   (3) и   Em  (10). Для 
коэффициентов невязки принято обозначение  taui = cn+i .  Поэтому 
неизвестные СЛАУ (24) имеют вид -- атом  c  с индексом 

c(0),...,c(n),...,c(m) 
 Для вычисления СЛАУ (24) процедура преобразует многочлены  yn ,  Em  с  
символьными коэффициентами этого вида. 
5. Результат (25) решения СЛАУ (24) процедура вычисляет в виде списка 
тождеств 

c(0)= d ,...,c(n) = e ,...,c(m) = f 
   6. Многочлен (26) процедура вычисляет в естественном виде. 
         Алгебраическая спецификация алгоритма 1. 
S := aprox_Dzyadyk( LDUMK , InitPoint , init_cond , 
interval , n); /* аппроксимация задачи Коши СЛАУ */ 
Xn := c;                  /* имя неизвестных в СЛАУ */ 
Coef := solve(S);                   /* pешение СЛАУ */ 
y_n := ser(n , Coef);  /* y_n с коэффициентами Coef */ 
 

Выводы из алгебраической спецификации алгоритма 1. 
1. Вид спецификации тождественен виду спецификации процедуры [2] для 

тау-метода Ланцоша. 
2. Спецификация пpоцедуpы имеет один новый, относительно спецификации 

процедуры тау-метода Ланцоша [2], опеpатоp --  aprox_Dzyadyk . 
3. Опеpатоpы пpоцедуpы (согласно их спецификации): 
    – выполняют вычисления в аpифметике pациональных чисел; 
    – имеют по паpаметpу  n  полиномиальную сложность 

Q( solve_ode , n ) = O( n * Q( canplf , n2 ) ) + O( n3 ) ; 
Q( solve , n ) = O( n3 ) ; 

Q( ser , n ) = O( n ) ; 
где   Q( canplf  , m ) -- сложность преобразования опеpатоpом  canplf   
многочлена  P  к виду каноническому для системы APS – сумма слагаемых 
вида  c(i) * x^j $ b ,   m   -- число слагаемых многочлена  canplf( P ).   
4. Пpоцедуpа имеет по паpаметpу   n  полиномиальную сложность 

O( n * Q( canplf , n2 ) ) + O( n3 ) ; 
APLAN-программа. 

1. Файлы выполнения программы: 
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     D_3_1.BAT – для программы с базисом невязки – базисом ряда Тейлора, 
     D_3_2.BAT – для программы с базисом невязки вида (11). 
2. Файлы с оператором  aprox_Dzyadyk   -- информатива программы: 
     D_3_1.AP  --  базисом невязки является базис ряда Тейлора; 
     D_3_2.AP  --  базисом невязки являются многочлены Чебышева  (11). 
3. Файл с операторами  process  и  task -- TASK_d_1.AP  -- директива 
программы. Эта директива тождественна диpективе программы реализующей 
тау-метод Ланцоша [2]. 
 

Решение задачи Коши (16) построенной процедурой. 
APLAN-описание задачи Коши (16) и отpезка аппpоксимации  [0,1]   имеет 
вид 
 process[1]:=( 
    LDUMK     := ( (x + 1) * dif(y , 1) + (-1) = 0 ) ; 
    InitPoint := 0 ; 
    init_cond := ( y = 0 ) ; 
    interval  := (0 , 1);  ... ); 

Результаты преобразования этой задачи Коши построенной выше  
APLAN-пpоцедуpой при   n := 2 ;  и базисе невязки тождественном базису 
ряда Тейлора имеют вид: 
 S := aprox_Dzyadyk ( LDUMK , InitPoint , init_cond , 
         interval , n ) := 
     ( c 0 = 0 , c 1 + -1 = 0 , c 2 $ 2 + c 1 = 0 ); 
Xn := c; Coef := solve(S) := 
     ( c 0  = 0 , c 1  = 1 , c 2  = rat(-1 , 2) ); 
y_n := ser(n , Coef):= x + -1/2 * x ^ 2 ; 
         Результаты преобразования этой задачи Коши построенной выше  
APLAN-пpоцедуpой при   n := 2 ;  и базисе невязки (11) имеют вид: 
S := aprox_Dzyadyk ( LDUMK , InitPoint , init_cond ,   
                interval , n ) := 
           (  c 3  $ -1                 + c 0  = 0 , 
              c 3  $ 18 +            c 1 +  -1 = 0 , 
              c 3  $-96 + c 2  $ 2 + c 1       = 0 , 
              c 3  $ 96 + с 2  $ 2             = 0 ) ; 
Xn := c ; Coef := solve(S) := 
           ( c 0  = rat(1,210) , c 1  = rat(32,35) , 
             c 2  = rat(-8,35) , c 3  = rat(1,210) ); 
y_n := ser(n , Coef):= 
     x ^ 2 $ rat(-8,35) + x $ rat(32,35) + rat(1,210) ; 

В приведенных выше результатах: 
$  -- операция языка  APLAN умножения терма на число, 
rat( p , q ) := p / q ;     -- рациональное число, 
c 0  , c 1  , c 2  , c 3 -- результат вывода атома с индексом 
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c(0) , c(1) , c(2) , c(3)     оператором   prn  системы  APS. 
 

6  Оператор  aprox_Dzyadyk 
 
       Вход: – ЛДУМК (1) , 
                  – условия (2) в начальной точке вида (4) , 
                  – отрезок аппроксимации  [a, b] , 
                  – порядок искомого многочлена вида (4). 
      Выход – СЛАУ (24). 
       Метод. 
1. Многочлен   yn   (3) с символьными коэффициентами подставляют 
в опеpатоp   D[ y ]  ЛДУМК (1) и вычисляют многочлен 

D[ yn ] := D0 + . . . + Dq * xq ;  Di := a(i , 0) * c0 + . . . + a(i , n) * cn + bi ; 
2. Вычисляют паpаметpы   q , k , m  (13) СЛАУ (12) и невязку   Em   (10) с 
символьными коэффициетами. 
3. Вычисляют СЛАУ (12). 
4. Вычисляют диффеpенциальную часть пеpвообpазных   D[ i , y ]   поpядка  
   i := 1 , . . . , k ;    опеpатоpа    D[ y ]   (1) и СЛАУ (14). 
      Алгоритм 1. Операции преобразования -- вычислить: 
1. Опеpатоp   D[ y ]    ЛДУМК (1). 
2. Поpядок диффеpенциального опеpатоpа    D[ y ] . 
3. Многочлен   yn   (3) c символьными коэффициентами. 
4. Преобразование   D[ yn ]  многочлена   yn    опеpатоpом    D[ y ] . 
5. Порядок многочлена    D[ yn ]  и паpаметp  m   невязки. 
6. Hевязкy   Em   (10) c символьными коэффициентами для отрезка  [ -1 , 1 ] . 
7. Линейное преобразование   z :  [ a , b ]  --> [ -1 , 1 ] . 
8. Hевязкy   Em   (10) c символьными коэффициентами для отрезка  [ a , b ] . 
9. Многочлен    D[ yn ] + Em

(k)  . 
10. Систему линейных алгебpаических уравнений (12). 
11. Систему линейных алгебpаических уравнений (14) -- 
    для   i := 1 , . . . , k ;   интегpиpовать опеpатоp   D[ y ]   и вычислить: 
11.1.  D[ i , y , x ] -- 
 диффеpенциальный опеpатоp  i-той пеpвообpазной оператора  D[ y ] . 
11.2.  D[ i , y , d ] -- значение опеpатоpа  D[ i , y , x ] в точке   d := 0 ;  (4) 
          -- диффеpенциальный опеpатоp с постоянными коэффициентами. 
11.3.  D[ i , yn(x) , d ] := Dn(x) ; -- преобразование многочлена   yn 
      (3) с символьными коэффициентами опеpатоpом    D[ i , y , d ] . 
11.4.  Di(x) := D[ i , yn(x) , d ] + Em

(k-i) ; --  многочлен. 
11.5.  Di(d)  -- значение многочлена    Di(x)   в точке  d . 
11.6.  D[ i , init_cond , d ]  -- подстановка в опеpатоp  D[ i , y , d ] 

           условий (2), (4) -- число. 
11.7. Уpавнение СЛАУ (14) -- аппpоксимацию    k - i  -- того условия (2). 
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12. Объединение СЛАУ (14) и СЛАУ (12). 
 

Преобразование задачи Коши (16) по алгоритму 2 с базисом невязки 
(11), interval := (0 , 1) ;  n := 2 ; 
 1.    D[ y ] := (x + 1) * y' + 1 ; 
 2.    k := 1 ; 
 3.    yn := c2 * x2 + c1 * x + c0 ; 
 4.    D[ yn ] := (x + 1) * ( 2 * c2 * x + c1 ); 
 5.    q := deg( D[ yn ] ) := 2 ;     m := q + k := 3 ;    m - n := 1 ; 
 6.    Em := tau * cheb(3 ,  x) := tau * ( 4 * x3 - 3 * x ) ; 
 7.    z :=  2 * x - 1 ; 
 8.    Em(z) := tau * cheb(3 , 2 * x - 1) :=  tau * (32 * x3 - 48 * x2 + 18 * x - 1) ; 
 9.    D[ yn ] + Em

(k) := (x + 1) * ( 2 * c2 * x + c1 ) +  tau * (96 * x2 - 96 * x + 18 ) ; 
 10.   SD := { coefTayl( D[ yn ] + Em

(k) , i ) = 0 , i := 0 , . . . , m - k ; } 
          := { 18 * tau  +          c1 - 1  = 0 , 
              -96 * tau  + 2 * c2 + c1    = 0 , 
               96 * tau  + 2 * с2           = 0 } ; 
 11.1.  D[ 1 , y , x ] := (x + 1) * y ; 
 11.2.  D[ 1 , y , 0 ] :=           y ; 
 11.3.  D[1 , yn(x) , 0 ] := c2 * x2 + c1 * x + c0 ; 
 11.4.  D[ 1 , yn , 0] + Em := 
           c2 * x2 + c1 * x + c0 + tau * (32 * x3 - 48 * x2 + 18 * x - 1) ; 
 11.5.  D[ 1 , yn(0) , 0 ] + Em(0) :=  - tau + c0 ; 
 11.6.  D[ 1 , init_cond , 0 ] := 0 ; 
 11.7.  { D[ 1 , yn(0) , 0] + Em(0) = D[ 1 , init_cond , 0 ] } := { -tau + c0 = 0 } ; 
 12. conc( SI , SD ) := 
      { -1 * tau               + c0   = 0 , 
        18 * tau  +          c1 - 1  = 0 , 
       -96 * tau  + 2 * c2 + c1  = 0 , 
        96 * tau  + 2 * с2          = 0 } ;                                             

Стpуктуpа данных. Стpуктуpу данных на входе и выходе построенного 
оператора определяет основная процедура. Для вычисления СЛАУ (24) 
оператор преобразует многочлены  yn ,  Em  с  символьными коэффициентами 
. Аппроксимирующий многочлен (3) оператор вычисляет в виде 

y_n := c(0) + c(1) * x + ... + c(n) * x ^ n ; 
 Невязку (10) с базисом (11) оператор вычисляет на отрезке   [-1,1]   в виде 

E_m := 
c(n + 1) * cheb(n + 1 , x) + ... + c(m) * cheb(m , x); 

 и линейно переносит на отрезок аппроксимации  [a , b] -- заменой 
переменных 

subs( x = z , E_m ) ,  z := 2 * (x - a) / (b - a) - 1 ; 
Алгебраическая спецификация алгоритма 2. 
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   aprox_Dzyadyk := proc( LDUMK , InitPoint , init_cond 
, interval , n )loc(y_n,k,SD,S,Dy,Dn,Di,D0,Ri,E_m,m)( 
   let( LDUMK , Dy = 0 );          /* опеpатоp D[y]  */ 
   k := ord_equ(Dy);              /*  порядок ЛДУМК  */ 
   y_n := main_pol(n);        /*  y_n c коэфф. c(i)  */ 
 /*       АППРОКСИМАЦИЯ ЛДУМК                        */ 
   Dn :=  canplf(sub_du(Dy,y_n));        /*  D[y_n]  */ 
   m := deg(canplf(ein_pol(Dn))); /* порядок  D[y_n] */ 
   E_m :=  Enl(n,m+k-n);                 /*  E_m(x)  */ 
   S  := canplf( (2/(arg(interval,2) + (-1) * /* z(x)*/ 
arg(interval,1))*(x + (-1) * arg(interval,1) ) + (-1); 
E_m --> canplf( subs( x = S, E_m ));     /*  E_m(z)  */ 
   Dn --> canplf(Dn + nd_x(E_m,k));  /* аппpок. D[y] */ 
   SD := pol_equ(Dn,m);       /*  СЛАУ аппp. Dy = 0  */ 
 /*       АППРОКСИМАЦИЯ   HАЧАЛЬHЫХ   УСЛОВИЙ        */ 
    for (i:=1, i<=k, i:=i+1, 
        Dy --> intDy( Dy );            /*  D[i,y,x]  */ 
   D0 --> canplf(subs(x=InitPoint ,Dy));/*  D[i,y,d] */ 
   Dn --> sub_du(D0,y_n) ;             /* D[i,y_n,d] */ 
   Dn --> Dn + nd_x(E_m,k-i);/*D[i,y_n,d]+D^(k-i)E_m */ 
   Di --> canplf(subs(x = InitPoint , Dn)); /*  Dn(d)*/ 
   Ri --> canplf(subCondDy(D0,init_cond));/*D[i,cond]*/ 
   S --> copy(Di = Ri);/* аппpоксимация начальн. усл.*/ 
   SD -->conc(S,SD)/*объединение с полученной СЛАУ */); 
    return(SD)         /*  возвpат СЛАУ  */   ); 
 

Выводы из алгебраической спецификации алгоритма 2. 
1. Процедура  aprox_Dzyadyk  имеет только известные [2] APLAN-опеpатоpы. 
2. Опеpатоpы пpоцедуpы  aprox_Dzyadyk : 
    -- выполняют вычисления в аpифметике pациональных чисел ; 
    -- имеют по паpаметpу   n   полиномиальную сложность 
 

Q( let( equation, Dy = 0 ) , n ) = O( 1 ) ; 
Q( k := ord_equ( Dy ) , n ) = O( 1 ) ; 

Q( main_pol( n )  , n ) = O( n ) ; 
Q( canplf( sub_du( Dy , y_n ) ) , n ) = O( n2 ) + O( Q( canplf , n2 ) ) ; 

Q( deg( canplf( ein_pol( Dn ) ) ) , n ) = O( n2 ) + O( Q( canplf , n2 ) ) ; 
Q( Enl( n , m + k - n ) , n ) = O( n2 ) ;  (для классического базиса); 

Q( canplf( subs( x = S , E_m ) ) , n ) = O( n2 ) + O( Q( canplf , n2 ) ) ; 
Q( canplf( Dn + nd_x( E_m , k ) ) , n ) = O( n2 ) + O( Q( canplf , n2 ) ) ; 

Q( pol_equ( Dn , m ) , n ) = n * O( Q( canplf , n2 ) ) + O( n3 ) ; 
Q( intDy( Dy ) , n ) = O( 1 ) ; 

Q( canplf( subs( x=InitPoint ,Dy ) ) , n ) = O( 1 ) ; 
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Q( sub_du(D0 , y_n) , n ) = O( n2 ) ; 
Q( Dn + nd_x(E_m , k - i) , n ) = O( n ) ; 

Q( canplf( subs( x= InitPoint ,Dn ) ) , n ) = O( 1 ) ; 
Q( canplf( subCondDy( D0 , init_cond ) ) , n ) = O( 1 ) ; 

Q( copy( Di = Ri ) , n ) = O( 1 ) ; 
Q( conc(S , SD) , n ) = O( 1 ) ; 

 3. Пpоцедуpа    aprox_Dzyadyk : 
    -- выполняет вычисления в аpифметике pациональных чисел ; 
    -- имеет по паpаметpу   n    полиномиальную сложность 
 

Q( solve_ode , n ) = O( n * Q( canplf , n2 ) ) + O( n3 ) ; 
 
      Результаты преобразования оператором  solve_ode  задачи Коши (16) . 
      n := 2 ;   
   let( LDUMK , Dy = 0 ); 
            Dy := (x + 1) * dif(y , 1) + -1; 
   k := ord_equ(Dy) := 1; 
   y_n := main_pol(n) := c 2 * x^2 + c 1 * x + c 0; 
   Dn := canplf( sub_du(Dy, y_n) ) := 
   c 2  * x ^ 2 $ 2 + c 1 * x + c 2* x $ 2 + c 1 + -1 ; 
   m := deg(canplf(ein_pol(Dn))) := 2; 
   E_m :=  Enl(n,m+k-n) := c 3  * ( x^3 $ 4 + x $ -3 ); 
   S := canplf((2/(arg(interval,2)+(-
1)*arg(interval,1)) 
  * (x + (-1) * arg(interval,1) ) + (-1) := x $ 2 + -1; 
  E_m --> canplf( subs(x=S, E_m) ) := c 3 * x ^ 3 $ 32+ 
          c 3 * x ^ 2 $ -48 + c 3 * x $ 10 + c 3 $ -1 ; 
   Dn --> canplf(Dn + nd_x(E_m,k)) := 
          c 3 * x^2 $ 96 + c 3  * x $ -96 + c 3  $ 18 + 
   c 2 * x ^ 2 $ 2 + c 1 * x + c 2 * x $ 2 + c 1 + -1 ; 
   SD := pol_equ(Dn,m) := 
            ( c 3  $ 18 +            c 1 +  -1 = 0 , 
              c 3  $-96 + c 2  $ 2 + c 1       = 0 , 
              c 3  $ 96 + с 2  $ 2             = 0 ) ; 
    for( i := 1 ) 
         Dy --> intDy( Dy ) := (x + 1) * y ; 
         D0 --> canplf(subs(x=InitPoint ,Dy)) := y ; 
         Dn --> sub_du(D0,y_n) := 
                c 2 * x^2 + c 1 * x + c 0; 
         Dn --> Dn + nd_x(E_m,k-i) := 
           c 2 * x^2 + c 1 * x + c 0 + c 3* x ^ 3 $ 32+ 
           c 3 * x ^2 $ -48 + c 3 * x $ 10 + c 3 $ -1 ; 
         Di --> canplf(subs(x= InitPoint ,Dn)) := 
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                                  c 3 $ -1 + c 0 ; 
         Ri --> canplf(subCond(D0,init_cond)) := 0; 
         S --> copy(Di = Ri) := ( c 3 $ -1 + c 0 = 0 ); 
 

7  Заключение 
 
        Постpоенная в работе APLAN-пpоцедуpа : 
 – вычисляет алгебраический многочлен тождественный решению задачи 
Коши для ЛДУМК а-методом В.К.Дзядыка – оптимальную по точности 
аппроксимацию решения задачи Коши для ЛДУМК; 
 – имеет естественный для математики вид; 
 – выполняет вычисления в аpифметике pациональных чисел – 
    не вносит дополнительные вычислительные погpешности; 
 – не выполняет наиболее сложное пpеобpазование а-метода В.К.Дзядыка –  
    преобpазование задачи Коши в ЛИУМК и,  поэтому, легко включается в  
    процедуры решающие задачу Коши для ОДУ общего вида ; 
 – имеет по паpаметpу  n  полиномиальную сложность 
 

O( n * Q( canplf , n2 ) ) + O( n3 ) ; 
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УДК 511.2 

ЗАЛЕЖНІСТЬ МІЖ ІНВАРІАНТАМИ Т І R 


Доведено узагальнення теореми 3 [1] про залежність між інваріантами R і T, яка 

дає можливість будувати множини, для яких R>CT, де С – як завгодно велике дійсне 
число. Обчислено значення R і T для множин, що налічують 6, 7, 8 елементів. 
Приводиться геометрична інтерпретація одержаних результатів. 

Generalization of theorem 3 [1] on the dependence between invariants R and T has been 
proved that enables to build up sets for which R>CT, where C is any big real number. The 
meanings of R and T have been found for the sets, which consist of 6, 7, 8 elements. 
Geometric interpretation of the obtained data is given. 

 
В роботі [1] доведена теорема 3, яка дає можливість будувати множини, 

для яких R=Т+n, де n – довільне наперед задане натуральне число. Ця 
теорема, як доводиться нижче, допускає узагальнення. 

З метою подальшого викладу розглянемо такі множини: 
L1= }...,,,0{ 121 kaaa , aiN (i=1, 2,…k-1), 
L2= {2ak-1+1, 2ak-1+1+a1,…., 2ak-1+1+ak-1}, 
L3= {6ak-1+3, 6ak-1+3+a1,…., 6ak-1+3+ak-1},   
……………………………………………… 
Li= {(2i- 2)ak-1+2i-1-1, (2i-2)ak-1+2i-1-1+a1, … (2i-2)ak-1+2i-1-1+ak-1}

   
 (i=1, 2 …n+1), 

ni
n

i
KLU 

1
. T (2L1)=T1. Елементи L1 утворюють R1 різних додатних 

різниць. Введемо позначення: 
 

(2n+1-2) ak-1+2n-1= A 
(2i-2) ak-1+2i-1-1= Bi (i=1, 2, …, n). 

 
Теорема 4. Для побудованих множин Kn при будь-яких натуральних k і n 
мають місце рівності: 

2

2

11
nnRRRn


 ,    (1) 

2

2

1
nnTTn


 .   (2) 

Доведнння. Доведення проведемо методом математичної індукції по n 
при довільному фіксованому k. 

При n=1, як легко перевірити, формули (1) і (2) мають місце. 
1. Припустимо, що формула (1) справедлива при натуральному n і 

покажемо, що вона має місце і при n+1. 
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Розглянемо різні різниці, одержані за допомогою елементів множин Ln+1 
і Li (i=1, 2 ….., n), де  

 
Ln+1={ A, A+a1, A+a2, …., A+ak-1} 
Li = { Bi, Bi +a1, Bi+a2, …., Bi+ak-1}: 
 
A-Bi, A-Bi+a1, A-Bi+a2, ……, A-Bi+ak-1, 
A-Bi-a1, A-Bi, A-Bi+a2-a1, ….., A-Bi+ak-1-a1, 
A-Bi-a2, A-Bi+a1-a2, A-Bi, ….., A-Bi+ak-1-a2, 
…………………………………………….. 
A-Bi-ak-1, A-Bi+a1-ak-1, A-Bi+a2-ak-1, ….., A-Bi. 

 
Елементи цих множин, які є різними різницями, очевидно утворюють 

квадратну матрицю, над діагоналлю якої, як легко перевірити, буде R1 різних 
різниць. Стільки ж різних різниць буде і під діагоналлю, а тому елементи 
множини Ln+1 утворюють з елементами множини Li 1R  різних різниць, де 

1R =2R1+1. Всього ж нових різниць одержимо n 1R . Значить  

.
2

)1()1(
22

2

11

2

111

2

1111









nnRRnnRRRnnnRRRnRR nn

 
Отже, формула (1) справджується і при n+1, що і потрібно було довести. 
II. Для доведення формули (2) залишилось показати, що із припущення, 

що ця формула справедлива при довільному натуральному n, слідує, що вона 
має місце і при n+1. 

З цією метою розглянемо нові суми, які одержуються за допомогою 
елементів множин Ln+1 і Li  (i=1, 2, ….., n+1): 

 
 A+Bi,  A+a1+Bi,  A+a2 +Bi, ….., A+ak-1+Bi, 
 A+Bi+a1,  A+Bi+2a1,  A+Bi+a2+a1 , ….., A+Bi+ak-1+a1, 
 A+Bi+a2,  A+Bi+a1+a2,  A+Bi+2a2, ….., A+Bi+ak-1+a2, 
 ……………………………………………………….. 
 A+Bi+ak-1,  A+Bi+a1+ak-1,  A+Bi+a2+ak-1 , ….., A+Bi+2ak-1. 

 
Ці суми більші сум, одержаних за допомогою елементів множини Kn , і 

їх буде Т1. Всього ж нових різних сум буде (n+1) Т1. Таким чином  

Тn+1= Тn+(n+1)Т1= Т1 2
)1()1(

2
22)1(

2

2

1

2

11

2 





 nnTnnnTnTnn , що 

і доводить формулу (2). 
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Наслідок I. Якщо K1– множина степенів з основою a >1 (aN) і різними 
натуральними показниками, і T (K1)=k1, то легко довести, що кількість 

різних сум елементів цієї множини буде T (2K1)= 2
1

2
1 kk  .  

Дійсно, припустивши, що as+at=ap+aq, приходимо до протиріччя, яке 
полягає в тому, що якщо ліву і праву частину цієї рівності поділимо на 
мінімальну степінь, наприклад aq, то одержимо as-q+at-q=ap-q+1. Звідси 
випливає, що число 1 повинне ділитися на a, що неможливо. 

Аналогічно доводиться, що число різних додатних різниць 

обчислюється за формулою 
2

1
2

1
1

kkR 
  і 11

2
11  kkR . 

Застосувавши теорему 4, одержимо множину з такими значеннями T2 i 

2R : T2=T1 ,
2

2
2

2 kk 
)1( 2

2
212  kkRR . 

Застосувавши цю теорему (m-1) раз, приходимо до множини, для якої  

)1(,
2

2

1

2

1






ii

m

i
m

ii
m

i
m kkRkkT ПП . 

Отже, при досить великих m (mN) , будемо одержувати множини з як 
завгодно великими значеннями Tm i  mR . 

 
Наслідок 2. Теорема 4 дозволяє будувати такі множини, для яких 
R<T<R+T(K), і множини, для яких T<R.  

Деякі з таких множин вказані у наведеній нижче таблиці. 
 

№  
з/п k n (R1, T1) Tn Rn T (Kn)=nk 
1.  3 7 (3, 6) 168 150 21 
2.  4 5 (6, 10) 150 136 20 
3.  6 4 (15. 21) 210 201 24 
4.  4 6 (5, 9) 189 170 24 
5.  5 5 (7, 12) 180 157 25 
6.  6 5 (14, 20) 300 304 30 
7.  5 6 (10, 15) 315 325 30 
8.  8 4 (27, 35) 350 357 32 
9.  7 7 (21, 28) 784 924 49 
10.  8 4 (28, 36) 360 370 32 

 
Значення R і T для  множин, що налічують 6-ть елементів 

 
Шестиелементні множини беруться з таблиць 1, 11 роботи [3]. 
Інформація про класифікацію цих множин за значеннями R і T 

приведена нижче, де, наприклад, запис (12, 18), (19), № 49 означає: (12, 18) – 
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відповідні значення R і T, (19) – кількість множин з такими значеннями R і T, 
а № 49 – найменший номер такої множини. 

 
1. (15, 21), (1), № 17.  
2. (14, 20), (1), № 214. 
3. (13, 20), (1), № 36. 
4. (13, 19), (4), № 57. 
5. (12, 19), (9), № 28. 
6. (11, 19), (3), № 24. 
7. (9,19), (1), № 45. 
8. (12, 18), (19), № 49. 
9. (11, 18), (39), № 3. 
10.  (10, 18), (18), № 16. 
11. (11, 17), (30), № 36. 
12. (10, 17), (41), №1. 
13. (9, 17), (16), № 6. 

 

14. 8, 17), (2), № 29. 
15. (10, 16), (16), № 142. 
16. (9, 16), (30), № 9. 
17. (8, 16), (9), № 10. 
18. (9, 15), (8), № 68. 
19. (8, 15), (12), №8. 
20. (7, 15), (5), № 18. 
21. (8, 14), (4), № 126. 
22. (7, 14), (5), № 91. 
23. (7, 13), (2), № 12. 
24. (6, 13), (3), № 64. 
25. (6, 12), (1), № 120. 
26. (5, 11), (1), № 119. 

 
 

Примітка. В роботі [3] є описка: множини № 215 і № 220 однакові. 
 

Значення R і T для множин, що налічують 7 елементів 

 
1. (21, 28), {0, 1, 3, 7, 12, 20, 30} 
2. (20, 27), {0, 1, 3, 7, 12, 20, 28} 
3. (19, 27), {0, 1, 3, 7, 12, 20, 25} 
4. (19, 26), {0, 4, 5, 8, 14, 16, 29} 
5. (18, 26), {0, 1, 3, 7, 12, 20, 24} 
6. (18, 25), {0, 3, 6, 10, 12, 20, 31} 
7. (17, 26), {0, 1, 3, 4, 9, 11, 23} 
8. (17, 25), {0, 4, 5, 8, 14, 16, 21} 
9. (17, 24), {0, 1, 9, 11, 15, 18, 21} 
10. (16, 25), {0, 1, 3, 4, 9, 11, 22} 
11. (16, 24) {0, 1, 5,8, 10, 16, 18} 
12. (16, 23), {0, 1, 2, 3, 5, 11, 18} 
13. (15, 26), {0, 1, 4, 6, 9, 10, 21} 
14. (15, 25), {0, 1, 3, 4, 9, 11, 16} 
15. (15, 24), {0, 1, 3, 9, 12, 13, 17} 
16. (15, 23), {0, 1, 4, 7, 14, 15, 16} 
17. (15, 22), {0, 2, 3, 4, 5, 10, 19} 
18. (14, 25), {0, 1, 4, 6, 9, 10, 20} 
19. (14, 24), {0, 1, 4, 7, 8, 17, 18} 
20. (14, 23), {0, 1, 8, 9, 10, 13, 15} 

28. (12, 23), {0, 1, 2, 4, 9, 12, 13} 
29. (12, 22), {0, 1, 2, 6, 8, 11, 12} 
30. (12, 21), {0, 1, 2, 3, 8, 11, 12} 
31. (12, 20), {0, 1, 2, 3, 5, 11, 12} 
32. (12, 19), {0, 1, 2, 3, 4, 6, 13} 
33. (11, 22), {0, 1, 2, 4, 9, 11, 12} 
34. (11, 21), {0, 1, 2, 4, 8, 11, 12} 
35. (11, 20), {0, 1, 2, 4, 6, 10, 11} 
36. (11, 19), {0, 1, 2, 3, 5, 10, 11} 
37. (11, 18), {0, 1, 2, 3, 4, 5, 11} 
38. (10, 21), {0, 1, 2, 4, 8, 10, 11} 
39. (10, 20), {0, 1, 2, 4, 6, 9, 10} 
40. (10, 19), {0, 1, 2, 6, 7, 11, 12} 
41. (10, 18), {0, 1, 2, 3, 4, 9, 10} 
42. (10, 17), {0, 1, 2, 3, 4, 6, 10} 
43. (9, 19), {0, 1, 2, 5, 6, 8, 9} 
44. (9, 18), {0, 1, 2, 3, 6, 8, 9} 
45. (9, 17), {0, 1, 2, 3, 4, 8, 9} 
46. (9, 16), {0, 1, 2, 3, 4, 5, 9} 
47. (8, 17), {0, 1, 2, 5, 6, 7, 8} 
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21. (14, 22), {0, 1, 2, 4, 7, 13, 15} 
22. (14, 21), {0, 1, 2, 3, 5, 8, 17} 
23. (13, 24), {0, 1, 2, 5, 11, 13, 16} 
24. (13, 23), {0, 1, 2, 7, 9, 12, 13} 
25. (13, 22), {0, 1, 7, 8 , 10, 13, 15} 
26. (13, 21), {0, 1, 2, 6, 7, 10, 13} 
27. (13, 20), {0, 1, 2, 3, 5, 9, 13} 
 

48. (8, 16), {0, 1, 2, 3, 4, 7, 8} 
49. (8, 15), {0, 1, 2, 3, 4, 6, 8} 
50. (7, 15), {0, 1, 2, 3, 4, 6, 7} 
51. (7, 14), {0, 1, 2, 3, 4, 5, 7} 
52. (6, 13), {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} 
 

 
Значення R і T для  множин, що налічують 8 елементів 

 
1. (28, 36), {0, 1, 3, 7, 12, 20, 30, 61} 
2. (27, 35), {0, 1, 3, 7, 12, 20, 28, 57} 
3. (26, 35), {0, 1, 3, 7, 12, 20, 25, 51} 
4. (26, 34), {0, 4, 5, 8, 14, 16, 29, 59} 
5. (25, 34), {0, 1, 3, 7, 12, 20, 24, 49} 
6. (25, 33), {0, 3, 6, 10, 12, 20, 31, 63} 
7. (24, 34), {0, 1, 3, 4, 9, 11, 23, 47} 
8. (24, 33), {0, 4, 5, 8, 14, 16, 21, 43} 
9. (24, 32), {0, 1, 9, 11, 15, 18, 21, 43} 
10. (23, 33), {0, 1, 3, 4, 9, 11, 22, 45} 
11. (23, 32), {0, 3, 6, 10, 12, 20, 31, 32} 
12. (23, 31), {0, 1, 2, 3, 5, 11, 18, 37} 
13. (22, 34), {0, 1, 4, 6, 9, 10, 21, 43} 
14. (22, 33), {0, 1, 3, 7, 12, 20, 25, 26} 
15. (22, 32), {0, 1, 3, 9, 12, 13, 17, 35} 
16. (22, 31), {0, 1, 4, 7, 14, 15, 16, 33} 
17. (22, 30), {0, 2, 3, 4, 5, 10, 19, 39} 
18. (21, 33), {0, 1, 4, 6, 9, 10, 20, 41} 
19. (21, 32), {0, 1, 4, 7, 8, 17, 18, 37} 
20. (21, 31), {0, 1, 8, 9, 10, 13, 15, 31} 
21. (21, 30), {0, 1, 2, 4, 7, 13, 15, 31} 
22. (21, 29), {0, 1, 2, 3, 5, 8, 17, 35} 
23. (20, 32), {0, 1, 2, 5, 11, 15,16, 33} 
24. (20, 31), {0, 1, 3, 4, 9, 11, 22, 23} 
25. (20, 30), {0, 1, 7, 8, 10, 13, 15, 31} 
26. (20, 29), {0, 1, 2, 6, 7, 10, 13, 27} 
27. (20, 28), {0, 1, 2, 3, 5, 9, 13, 27} 
28. (19, 32), {0, 1, 4, 6, 9, 10, 21, 22} 
29. (19, 31), {0, 1, 2, 4, 9, 12, 13, 27} 
30. (19, 30), {0, 1, 9, 11, 15, 18,21, 22} 
31. (19, 29), {0, 1, 2, 3, 8, 11, 12, 25} 
32. (19, 28), {0, 1, 2, 3, 5, 11, 12, 25} 
33. (19, 27), {0, 1, 2, 3, 4, 6, 13, 27} 
34. (18, 31), {0, 1, 4, 6, 9, 10, 20, 21} 
35. (18, 30), {0, 1, 2, 4, 9, 11, 12, 25} 
36. (18, 29), {0, 1, 5, 8,10, 16, 18, 19} 
37. (18, 28), {0, 1, 2, 4, 6, 10, 11, 23} 

48.  (16, 27), {0, 1, 2, 3, 7, 11, 15, 16} 
49. (16, 26), {0, 1, 4, 7, 14, 15, 16, 17} 
50. (16, 25), {0, 1, 2, 3, 4, 9, 14, 16} 
51. (16, 24), {0, 1, 2, 3, 4, 5, 9, 19} 
52. (15, 29), {0, 1, 2, 5, 8, 11, 15, 16} 
53. (15, 28), {0, 1, 2, 5, 11, 15, 16, 17} 
54. (15, 27) {0, 1, 2, 4, 7, 13, 15, 16} 
55. (15, 26 ), {0, 1, 8, 9, 10, 13, 15, 16} 
56. (15, 25), {0, 1, 2, 5, 6, 7, 8, 17} 
57. (15, 24), {0, 1, 2, 3, 4, 7, 8, 17} 
58. (15, 23), {0, 1, 2, 3, 4, 6, 8, 17} 
59. (14, 27), {0, 1, 2, 5, 8, 12, 13, 14} 
60. (14, 26), {0, 1, 2, 7, 9, 12, 13, 14} 
61. (14, 25), {0, 1, 2, 3, 5, 9, 13, 14} 
62. (14, 24), {0, 1, 2, 3, 4, 9, 11, 14} 
63. (14, 23), {0, 1, 2, 3, 4, 6, 13, 14} 
64. (14, 22), {0, 1, 2, 3, 4, 6, 11, 14} 
65. (13, 26), {0, 1, 2, 4, 9, 12, 13, 14} 
66. (13, 25), {0, 1, 2, 4, 8, 11, 12, 13} 
67. (13, 24), {0, 1, 2, 3, 8, 11, 12, 13} 
68. (13, 23), {0, 1, 2, 3, 5, 11, 12, 13} 
69. (13, 22), {0, 1, 2, 3, 5, 8, 10, 13} 
70. (13, 21), {0, 1, 2, 3, 4, 6, 8, 13} 
71. (12, 25), {0, 1, 2, 4, 9, 11, 12, 13} 
72. (12, 24), {0, 1, 2, 4, 6, 8, 11, 12} 
73. (12, 23), {0, 1, 2, 4, 6, 10, 11, 12} 
74. (12, 22), {0, 1, 2, 3, 5, 10, 11, 12} 
75. (12, 21), {0, 1, 2, 3, 4, 5, 11, 12} 
76. (12, 20), {0, 1, 2, 3, 4, 5, 8, 12} 
77. (12, 26), {0, 2, 3, 4, 7, 11, 12, 14} 
78. (11, 23), {0, 1, 2, 4, 8, 10, 11, 12} 
79. (11, 22), {0, 1, 2, 3, 6, 8, 9, 11} 
80. (11, 21), {0, 1, 2, 3, 4, 9, 10, 11} 
81. (11, 20), {0, 1, 2, 3, 4, 5, 9, 11} 
82. (11, 19), {0, 1, 2, 3, 4, 5, 8, 11} 
83. (10, 21), {0, 1, 2, 5, 6, 8, 9, 10} 
84. (10, 20), {0, 1, 2, 3, 4, 8, 9, 10} 
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38. (18, 27), {0, 1, 2, 3, 5, 11, 18, 19} 
39. (18, 26), {0, 1, 2, 3, 4, 5, 11, 23} 
40. (17, 30), {0, 1, 3, 4, 9, 11, 16, 17} 
41. (17, 29), {0, 1, 3, 9, 12, 13, 17, 18} 
42. (17, 28), {0, 1, 2, 4, 6, 9, 10, 21} 
43. (17, 27), {0, 1, 2, 6, 7, 11, 12, 25} 
44. (17, 26), {0, 2, 3, 4, 5, 10, 19, 20} 
45. (17, 25), {0, 1, 2, 3, 4, 6, 10, 21} 
46. (16, 29), {0, 1, 3, 4, 9, 11, 15, 16} 
47. (16, 28), {0, 1, 2, 5, 8, 11, 14, 16} 

85. (10, 19), {0, 1, 2, 3, 4, 5, 9, 10} 
86. (10, 18), {0, 1, 2, 3, 4, 6, 8, 10} 
87. (9, 19), {0, 1, 2, 5, 6, 7, 8, 9} 
88. (9, 18), {0, 1, 2, 3, 4, 5, 8, 9} 
89. (9, 17), {0, 1, 2, 3, 4, 5, 7, 9} 
90. (8, 17), {0, 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8} 
91. (8, 16), {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8} 
92. (7, 15), {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} 

 
Геометрична інтерпретація 

Відомо, що 2k-1
2

2 kkT 
  (див. [2], стор. 19), а k-1

2

2 kkR 
  (див. [2], 

стор. 57). 
В прямокутній системі координат ROT побудуємо квадрат АВСД (k) , 

координати вершин якого є:  

А (k -1; 2k-1), В ( ;
2

2 kk  2k-1), С ( ;
2

2 kk 
2

2 kk  ), Д (k-1, 
2

2 kk  ). Цей 

квадрат зображений на мал. 1 при значенні k=6. 
Для множини L1= }...,,,0{ 121 kaaa , aiN (i=1, 2,…k-1)   T (L1)=k, T 

(2L1)=T, а кількість різних додатніх різниць елементів множини L1  дорівнює 
R. Кожній множині }...,,,0{ 121 kaaa  поставимо у відповідність точку з 
координатами (R, T). 

 
 
         T 

2

2 kk 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
   2k-1 
    
 
 
 
 
 
 
         0 

       5         15   R 
 
Мал. 1 (при k=6). 

k-1 2

2 kk 
 

A (k-1, 2k-1) 
B )12,

2
(

2


 kkk

 

P )
2

,
2

(
22 kkkk 

 

C )
2

,
2

(
22 kkkk   

Д (k-1, 
2

2 kk  ) 

 21 

11 

T=R+k T=R 

N (2k-1, 2k-1) 

 M 
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Точки з координатами (R, T) не виходять за межі квадрата АВСД (k). 
Рівняння діагоналі (АС) цього квадрата має вигляд Т=R+k. Пряма 
Т= 12  RR  проходить через вершину А і перетинає сторону [СД] квадрата 
в точці  

М (
2

;
4

2 22 kkkk  ). Одержаний трикутник АМС (k) будемо називати 

критичним. Виявляється , що при 7k  точки з координатами (R, T) не 
виходить  за межі відповідного критичного трикутника. 

Бісектриса T=R перетинає сторони квадрата АВСД (k) (k 5 ) в точках  

N (2k-1, 2k-1) і P (
2

2 kk  ,
2

2 kk  ). Точки, що відповідають множинам №1-№5 

із наслідку 2, попадають у внутрішню область відповідної трапеції АNPC (k). 
Точки ж, що відповідають множинам №6-№10, попадають у внутрішню 
область відповідного трикутника NPB (k). 

Для к=8 квадрат АВСД (8) зображений на мал. 2. 
      
      T 
 
     36 
     35 
     34 
     33 
     32  
     31 
     30 
     29 
     28 
     27 
     26 
     25 
     24 
     23 
     22 
     21 
     20 
     19 
     18 
     17 
     16 
 

   8   9  10   11   12   13  14   15  16   17  18   19  20    21  22  23  24   25    26   27   28  R (7,15) 

(28, 36) 

 
Мал. 2 

В 1973р. одержана множина (13, 28), {0, 1, 2, 4, 5, 9, 12, 13, 14} [4]. Це 
привело до оцінки: 

0175,1
55lg
59lg

lg
lg


R
T . 

В 2004 р. Кузнецов С.Т. знайшов множини з такими значеннями (R, T): 
(12, 26), (23, 51)/ 

Пізніше Пігарьов Ю.П. побудував множини з наступними значеннями 
(R, T): (30, 67), (37, 83), (44, 99), (51, 119). 
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Множина (51, 115), {0, 1, 2, 4, 5, 9, 12, 13, 17, 20, 21, 25, 28, 29, 33, 35, 37, 
41, 44, 45, 49, 52, 53, 54, 56, 57} приводить до оцінки: 

02378,1
103lg
115lg

 . 

Просторова геометрична інтерпретація в системі координат (R, T, k) при 
k=5, 6, 7, 8 наведена на мал 3, де зображені відповідні квадрати. 

k
T

R

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

2 4 6 8 1 0 1 2 1 4 1 6 1 8 2 0 2 2 2 4 2 6 2 8 3 0
4 8

12
16

2 0
2 4

2 8
3 2

3 6
4 0

(28 ,3 6,8)

(2 1,28 ,7)

(1 5,21 ,6)

(10 ,15,5)(4 ,9 ,5 )

(5,11 ,6 )

(6,13 ,7 )

(7 ,15 ,8 )

М ал. 3
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УДК 517.91 

ПЕРІОДИЧНІ РОЗВ’ЯЗКИ СИСТЕМ ЛІНІЙНИХ 
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ЗІ СТАЛИМИ 

КОЕФІЦІЄНТАМИ І ПЕРІОДИЧНИМИ ВІЛЬНИМИ 
ЧЛЕНАМИ 


У статті досліджуються умови існування Т-періодичних розв’язків систем 

лінійних диференціальних рівнянь першого порядку зі сталими коефіцієнтами і Т-
періодичними вільними членами у випадку простих коренів характеристичного 
рівняння системи. 

Дослідженню умов існування Т-періодичних розв’язків систем лінійних 
диференціальних рівнянь з періодичними коефіцієнтами присвячено чимало 
робіт [1,2]. Як відомо [3,4], точний розв’язок серед названих систем мають 
системи зі сталими коефіцієнтами і Т-періодичними змінними членами. 
Такими системами описуються коливання в різних механічних і фізичних 
системах. Отже, відшукання умов існування Т-періодичних розв’язків цих 
систем є нагальною задачею, чому й присвячена дана стаття.  

Система 
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 (1) 

називається неоднорідною системою диференціальних рівнянь n-го порядку 
зі сталими коефіцієнтами. 

Будемо записувати систему (1) у матрично-векторній формі 
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n-вимірні вектори. 
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)( nn  числова матриця. 
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Якщо матриця Р системи (2) має прості характеристичні числа, то таку 
систему, як відомо з теорії матриць [5], можна записати так 

)(1 xfyTTy 


  (3) 
де  -діагональна матриця 





















n




...00
....
0...0
0...0

2

1

 

Матриця Т-має своїми стовпцями власні вектори матриці Р. 
Помножимо зліва всі частини рівняння на Т-1, одержимо 

    )(111 xfTyTyT  


 
Або після заміни 

)(1

1

xfTzz

yTz









 (4) 

Нехай  )(xf  - Т-періодична вектор-функція. Тобто 
)()( xfTxf   

Система (4) у розгорнутому вигляді буде такою 
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 (5) 

де 

nixftx
n

k
kiki ,1;)()(

1




  (6) 

а ),1;,1(; nknitik   елементи матриці Т-1. Оскільки функції ),1();( nixf i   Т-
періодичні, то згідно (6), будуть Т-періодичні і функції ),1();( nixi  . 

Проблема відшукання Т-періодичних розв’язків неоднорідної системи 
(1) з Т-періодичними вільними членами  звелася до відшукання Т-
періодичних розв’язків окремих диференціальних рівнянь (5) 

nixzz iiii ,1),(    (7) 
Спочатку розглянемо однорідні рівняння 

nizz iii ,1,    
Їх розв’язками будуть функції 

nieCz x
ii

i ,1,        (8) 
де constCi  . 
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Методом варіації довільної сталої знаходимо загальний розв’язок 
неоднорідних рівнянь 

nieCexCz x
ii

x
ii

ii ,1;)(     (9) 
Підставимо (8), (9) в (7), маємо 
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Тоді загальні розв’язки диференціальних рівнянь (7) матимуть вигляд 
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i
xxx

ii dxxeeeCz iii

0

)(  (10) 

Розв’язок системи (1) матиме вигляд 
HzTzTzTy  0   

де 01 zTy   - загальний розв’язок однорідної системи, HzTy 2  - частковий 
розв’язок неоднорідної системи, вектор-функція z  має своїми компонентами 

iz , що виражаються формулою (10). 
Умова існування Т-періодичних розв’язків [2] 

)()0( Tyy   
набуде вигляду 

)()()0()0( 00 TzTTzTzTzT HH   (11) 
Згідно (11) 0)0( Hz . Тоді (11) набуде вигляду 

  )()()0( 00 TzTTzzT H  
Помноживши на Т-1 зліва, маємо 

)()()0( 00 TzTzz H  
Або в розгорнутому вигляді 
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 (12) 

Кожне із лінійних алгебраїчних рівнянь (12) матиме єдиний розв’язок 
відносно Сі, якщо 01  Tie . Отже, якщо серед ),1(; nii   немає нульових, то 
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система (1) із Т-періодичними вільними членами буде мати єдиний Т-
періодичний розв’язок. 

Приклад. 














xyyyy
xyyyy
xyyyy

2sin5,15,0
cos5,05,2

sin25,05,02

3213

3212

3211

    (13) 

Вільні члени системи (13) є 2 -періодичними функціями. 
Матриця системи (13) 


















5,15,01
5,05,21

5,05,02
P  

має ненульові характеристичні корені 3,2,1 321   . Отже система (13) 
матиме єдиний 2 -періодичний розв’язок. Знайдемо його. 

Спочатку запишемо матрицю Р у вигляді 
1 TTP  (14) 

де 
























































 

300
020
001

;
05,05,0
5,05,00
5,005,0

;
111
011
111

1TT  

У векторно-матричній формі (13) матиме вигляд 

)(xfyPy 
  (15) 

де 
































































x
x
x

xf
y
y
y

y
y
y
y

y
2sin

cos
sin2

)(;;

3

2

1

3

2

1

     

Враховуючи (14), (13) можна записати так 

)(xzz 
    (16) 

де 

)()();(;)( 111 xfTxyTzyTz  


  
Запишемо (16) у скалярній формі 

)2sin0cos5,0sin25,0(3

))2sin(5,0cos5,0sin20(2

)2sin5,0cos0sin25,0(

33

22

11

xxxzz

xxxzz

xxxzz






 

Або після перетворень 
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xxzz

xxzz

xxzz

cos5,0sin3

2sin5,0cos5,02

2sin5,0sin

33

22

11






 (17) 

Розв’яжемо перше рівняння із (17) 
xxzz 2sin5,0sin11   (18) 

Відповідне однорідне рівняння має загальний розв’язок 
constCeCz x  111 ;  

Частковий розв’язок неоднорідного рівняння знаходимо методом 
невизначених коефіцієнтів 

xbxaxbxaz 2cos2sincossin 2211   (19) 
xbxaxbxaz 2sin22cos2sincos 2211    (20) 

Підставимо вирази для zz ,  у (18), маємо 

xxxbxaxb
xaxbxaxbxa
2sin5,0sin2cos2sincos

sin2sin22cos2sincos

221

12211




 

Звідки знаходимо 

2,0;1,0;
2
1;

2
1

2211  baba  

Тоді загальний розв’язок диференціального рівняння (18) має вигляд 
xxxxeCz x 2cos2,02sin1,0cos5,0sin5,011   

Умова існування 2 -періодичного розв’язку )2()0( yy   набуде вигляду 

0
;0)1(

2,05,02,05,0
4cos2,04sin1,02cos5,02sin5,0

0cos2,00sin1,00cos5,00sin5,0

1

2
1

2
11

2
1

0
1










C
eC

eCC
eC
eC





 

 

Отже 
xxxxz 2cos2,02sin1,0cos5,0sin5,01   

2 -періодичний розв’язок і він єдиний. 
Розв’яжемо друге рівняння із (17) аналогічно до попереднього 

xxzz 2sin5,0cos5,02 22      (21) 
Відповідне однорідне рівняння 

22 2zz      

має загальний розв’язок 
constCeCz x  2

2
22 ;  

Частковий розв’язок неоднорідного рівняння (21) шукаємо у вигляді (19). 
Підставляючи (19) і (20) у (21) маємо 
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xxxbxaxb
xaxbxaxbxa

2sin5,0sin5,02cos22sin2cos2
sin22sin2cos2sincos

221

12211




 

Звідки 

3
1;

6
1

2
13

5,04
2

02
5,02

111

11

11

11

11













baa

aa
ab

ba
ba

 











2
122

0

22

22

ba

ba

 

8
1;

8
1

2
14

2
122

222

22

22







baa

aa

ba

 

 
Отже, загальний розв’язок диференціального рівняння (21) має вигляд 

xxxxeCz x 2cos
8
12sin

8
1cos

3
1sin

6
12

22   (22) 

Умова періодичності 
);2()0( 22 zz   

Або із (22) 

0
0)1(

8
1

3
1

8
1

3
1

2

2
2

2
22






C
eC

eCC





 

Тоді 
xxxxz 2cos

8
12sin

8
1cos

3
1sin

6
1

2   

буде 2 -періодичним розв’язком другого рівняння із (17) 
Третє рівняння із (17) 

xxzz cos5,0sin3 33   (23) 
Частковий розв’язок шукаємо у вигляді 

xbxaz

xbxaz

H

H

sincos

cossin

3

3




 

Підставимо ці значення в (23), маємо 
xxxbxaxbxa cos5,0sincos3sin3sincos   
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4
1;

4
15,210

195,1
35,0

13
5,03


















abb

bb
ba

ba
ba

            

Отже, 
xxeCz x cos

4
1sin

4
13

33               (24) 

0
4
1

4
1

)2()0(

3

6
33

33







C

eCC

zz





 

Тоді 2 -періодичним розв’язком третього рівняння із (17) буде 
xxz cos

4
1sin

4
1

3   

Зауваження. Із вигляду загальних розв’язків рівнянь (17) (наприклад 
із (24)), очевидно, що при 03 C  матимемо частковий 2 -періодичний 
розв’язок. Однак, далеко не завжди можна скористатися методом 
невизначених коефіцієнтів, який допомагає уникнути відшукання інтегралів, 
які в скінченому вигляді взагалі можуть не братися. Тоді розв’язок буде 
доведено тільки до квадратур. Якщо при цьому виконується умова існування 
Т-періодичного розв’язку, то ми його зможемо знайти в квадратурах, а потім 
наближеними методами, чисельними чи за допомогою рядів, знайти 
відповідні інтеграли. 

Таким чином, вектор z  знайдено 































xx

xxxx

xxxx

z

cos
4
1sin

4
1

2cos
8
12sin

8
1cos

3
1sin

6
1

2cos
5
12sin

10
1cos

2
1sin

2
1

 

Вектор zTy  . Або 

































































xx

xxxx

xxxx

y
y
y

cos
4
1sin

4
1

2cos
8
12sin

8
1cos

3
1sin

6
1

2cos
5
12sin

10
1cos

2
1sin

2
1

111
011
111

3

2

1

 

Звідки 



 

Випуск 57                                       Серія: Математичні науки                     НАУКОВI ЗАПИСКИ 

 67 

xxxx

xxxxxx

xxxxy

xxxx

xxxx

xxxxy

xxxx

xxxxxx

xxxxy

2cos
40
132sin

40
9cos

12
1sin

12
1

cos
4
1sin

4
12cos

8
12sin

8
1cos

3
1sin

6
1

2cos
5
12sin

10
1cos

2
1sin

2
1

2cos
40
32sin

40
1cos

6
5sin

3
2

2cos
8
12sin

8
1cos

3
1sin

6
1

2cos
5
12sin

10
1cos

2
1sin

2
1

2cos
40
32sin

40
1cos

12
13sin

12
11

cos
4
1sin

4
12cos

8
12sin

8
1cos

3
1sin

6
1

2cos
5
12sin

10
1cos

2
1sin

2
1

3

2

1



















 

Функції 321 ,, yyy , є єдиним 2 -періодичним розв’язком системи (13). 
Розглянемо випадок, коли відповідна системі (1) однорідна система має 

Т-періодичний розв’язок. Це можливо, коли одне з характеристичних чисел 
рівне нулю. Нехай 01  . Тоді перше рівняння із (12) набуде вигляду 


T

dxxC
0

11 )(0   

Зрозуміло, що це рівняння відносно С1 буде мати ненульовий розв’язок 
тільки при умові 

0)(
0

1 
T

dxx              

У противному разі Т-періодичних розв’язків не існує. 
Приклад. 















xyyyy
xyyyy

yy

sin25,1
cos25,15,15,1

1

3213

3212

31

  (25) 

Відповідна однорідна система буде мати вигляд 















3213

3212

31

5,1
25,15,15,1

1

yyyy
yyyy

yy
          

Матриця перетворення має вигляд 
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25,05,05,0
25,05,05,0
75,05,05,0

;
220
211
121

1TT          (26) 

Систему (25) у матрично-векторній формі можна записати так 
fyPy   

де 






























































x
xxf

y
y
y

y
y
y
y

y
sin2
cos
1

)(;;

3

2

1

3

2

1

 

Або враховуючи (26) 

)(1 xfyTTy 


  
Звідки 














































































 

xx
xx
xx

x
x

x
x
x

xfTxxzz

sin5,0cos5,05,0
sin5,0cos5,05,0
sin5,1cos5,05,0

sin2
cos
1

25,05,05,0
25,05,05,0
75,05,05,0

)(
)(
)(

)()(),(

3

2

1

1







 

У розгорнутому вигляді система запишеться так 















































































xx
xx
xx

z
z
z

z
z
z

sin5,0cos5,05,0
sin5,0cos5,05,0
sin5,1cos5,05,0

200
010
000

3

2

1

3

2

1

  (27) 

Із (27) маємо скалярні рівняння 















xxzz
xxzz

xxxz

sin5,0cos5,05,02
sin5,0cos5,05,0

sin5,1cos5,05,0

33

22

1

 (28) 

Із першого рівняння маємо 
11 sin5,0cos5,15,0 Cxxxz   

Умова )2()0( 11 zz   не виконується ні при якому значенні С1. Отже, перше 
рівняння із (28) не має 2 -періодичних розв’язків. Значить не має 2 -
періодичних розв’язків і система (25). 

Приклад. 















xyyyy
xyyyy

xyy

sin25,1
cos25,15,15,1

sin

3213

3212

31

 (29) 

Після перетворень будемо мати систему 
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xxzz
xzz

xxz

sincos5,0
cos5,0

sin2cos5,0

33

22

1

 (30) 

Із першого рівняння системи (30) маємо 
11 sin5,0cos2 Cxxz   

Умова )2()0( 11 zz   виконується при будь-якому значенні С1. Тобто, всі 
часткові розв’язки першого рівняння є 2 -періодичними. 

Загальний розв’язок другого однорідного рівняння 
constCeCz x  222 ;  

Частковий розв’язок другого рівняння шукаємо у вигляді 

xbxaz

xbxaz

H

H

sincos

cossin

2

2




 

Підставляємо значення 
HH zz 22 ,  у друге рівняння системи (30) 

4
1;

4
15,02

5,0
0

cos5,0sincoscossin












abb

ba
ba

xxbxaxbxa

        

Загальний розв’язок другого рівняння системи (30) буде 
xxeCz x cos

4
1sin

4
1

22   

Умова )2()0( 22 zz   перетворюється у рівність 

0
4
1

4
1

2

22





C

eCC x

 

Отже, 

xxz cos
4
1sin

4
1

2   

2 -періодичний розв’язок другого рівняння системи (30). 
Частковий розв’язок третього неоднорідного рівняння також будемо 

шукати методом невизначених коефіцієнтів 
 

xbxaz

xbxaz

H

H

sincos

cossin

3

3




 

4
3;

4
15,02

5,0

5,0sinsincoscossin












abb

ba
ba

xxbxaxbxa
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xxeCz x cos
4
1sin

4
32

33   

 
Умова періодичності )2()0( 33 zz   приводить до того, що С3=0. 

xxz cos
4
1sin

4
3

3   

буде 2 -періодичним розв’язком третього рівняння системи (30). 
Знайдемо 2 -періодичний розв’язок системи (29) 



































































xx

xx

Cxx

y
y
y

cos
4
1sin

4
3

cos
4
1sin

4
1

cos2sin5,0

25,05,05,0
25,05,05,0
75,05,05,0 1

3

2

1

 

Звідки 




















13

12

11

5,0cos
16
13sin

16
5

5,0cos
16
15sin

16
1

5,0cos
16
15sin

16
15

Cxxy

Cxxy

Cxxy

 

Це і будуть 2 -періодичні розв’язки системи (29). 
Отже, якщо серед коренів характеристичного рівняння системи 

диференціальних рівнянь зі сталими коефіцієнтами і періодичними вільними 
членами немає нульових, то неоднорідна система буде мати єдиний Т-
періодичний розв’язок. Якщо одне з характеристичних чисел рівне нулю 

)0( i , то неоднорідна система диференціальних рівнянь матиме Т-

періодичний розв’язок лише при умові  
T

i dxx
0

0)( . 
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УДК 619.1 

ПРО ХАРАКТЕРИСТИКИ АРЕХ-ГРАФІВ. 


Запропоновано двi новi характеристики множини точок планарних графiв, якi 

породженi числом досяжностi цiеi множини  для дослідження арех-графiв. 
Two new characteristics set of points planar graph which are generated by the 

reachability number of this set for investigation apex-graphs 

В роботах В. Мохи [6] було введено поняття арех- графа, який можливо  
створити iз площинного графа та зiрки шляхом  -перетворення заданого на  
деякiй множинi точок  Х  площинного графа G та кiнцевих вершинах зiрки 
St(g). В  [4,5] було отримано верхню оцiнку роду шляхом вивчення 
структурних властивостей множинi точок  X  площинного графа G. 

Метою  подальшоi роботи стало розширення характеристики θG(Х) 
множини точок  X та введення новоi   θ(G,X) –характеристики . 

Основні поняття та позначення узяті із [1]  [3]. Для неорієнтованого без 
петель графа G, 10 GGG  ,  розглянемо мінімальне укладання VGf : , 
де V= )(G , V -замкнутий орієнтовний многовид, 

)(\),( 100 GGGS ffG   . 
На множині 2–клітин {Δi} N

1 , N= ),( 0 fGSG , визначаємо граф ),( 0
VGF   - 

граф межування 2-кліток кліткового укладення графа G в 2-многовид V . 
Тобто, дві вершини графа межування суміжні тільки за наявності спільного 
ребра їхніх границь відповідних 2-клітин. Для множини точок Х, 

10 GGX  , визначають мінімальну множину 2-кліток )(XSGi   на 

границі яких “виходять” точки із Х графа G. В  [4] було введено θG(Х) – 
характеристику множини SG(X), яка стосувалася наявності у трьох 2-кліток 
спільної вершини, або ними утвореного простого цикла довжини 3  графа 

),( 0
VGF  .  

Задача полягає  у введення іншої характеристики θ(G,X) множини 
точок Х та її використання з метою “приклеювання” ручки h до них так, щоб 
замість чотирьох 2-клітин мати дві 2-клітини із σV+1\f΄(G) на границі яких 
виходять всі ті точки, що виходили на границі чотирьох 2-кліток. 

Означення 1: Будемо говорити, що множина точок Х, SG(X)={Δi} 3
1 , із 

числом досяжності tG(X)=3 та θG(Х)=0 має θG(Х)=1, якщо виконуються 
наступні умови: 

1) )(
3

1


 ii
Λ(  fGf V ;:  реалізує tG(Х)); 

2) ))(( 01
21  GG Λ ))(( 01

23  GG ; 
3)    3,2,1))(/),()(( 000  ieGXSfG iiGV ; 
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4)       )/|,/|()),()((: 1313101311 eGfeeGfheefGf V   ; 
де ),( 01 h  - трубка (“ручка”) приклеєна  -перетворенням до 2-кліток 

0 та 2 ;  причому для такого укладення f  ́виконуються співвідношення: 
а) 121321002 ))()()/(()/(  efefff ; 
б) 20230302211 )()()/()()()/(  fefffefef ; 
в) ))(())(())(( 2121   XfXfXf , 

де ),(1 fGVi   . 
Означення 1.0. Будемо говорити, що множина точок Х, де 

10 GGХ  , SG(X)={ i } t
1 , t=tG(X)–число досяжності множини Х на V , t3, 

та θ-характеристикою θG(Х)=0, має θ характеристику θG(Х) рівну k, k>0, 
якщо існує 2-кліткове вкладення kVGf  : , де V=V(G) – род графа G при 
якому )(Xf   є досяжною на поверхні роду V+k, тобто 1),( kVG Xt  , за 
умови, що з точністю до перенумерації мають місце співвідношення: 

а) )())(( 31
1

32
1

21  GG ; 
б)  )3)1(1()())(/),()(( 1

000  iGXSfG iGV . 
Означення 2: Будемо говорити, що ребро U, 1GU   суттєве відносно 

θG(Х), де 01 GGX  , при операції видалення ребра, якщо має місце 
нерівність: 

θG\U(Х)< θG(Х), де G\U=(G0, G1,{U}). 
Означення 3: Будемо говорити, що ребро U, UG суттєве відносно 

θG(Х), 01 GGX  , при операції зтискання ребра, якщо має місце 
нерівність: θG U

(Х)<θG(Х), де GU  визначимо наступним  -перетворенням: 
),()),,(\( *

)( aGbabaG ab


 . 

Означення 4:  Будемо називати граф G – мінімальнм відносно θG(Х), 
якщо кожне ребро графа G є суттєвим відносно θG(Х) при операціях 
зтискання чи видалення цього ребра, де 10 GGX  . 

Означення5: Будемо називати граф G-t мінімальним відносно t, t=tG(X) 
(rut=θG(Х)) якщо видалення чи зтискання довільного ребра U, UG1, 
зменшує обидві характеристики множини Х-точок графа G, де під точкою 
розумітимемо або вершину, або внутрішню точку ребра графа. 

Лема 1:      Мають місце наступні твердження: 
1) Графи К4 та К2,3 є 2-мінімальними відносно tG(G0). 
2) Графи наведені в списку 1 (в додатку до цієї статті) є 3-мінімальними 

відносно tG(G0). 
3) Графи із списку 1 є мінімальними відносно θG(G0), де θG(G0)=1, 

θG(G0)=0. 
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4) Для графа G- -образа графа 21 GG   при  -перетворенні визначеному 
на ребрах чи їх частинах наступним чином: 

   ),(),(
1

*

1
20121 




n

i
i

n

i
ii UGUUGG , де )0),(( 211  GGGLp  

та графа G0 гомеоморфного К2,3 існує  -перетворення визначено на 
простих циклах наступним чином: 

),(),( *
00 zLzzGG  , де tG(G0)=2, 

має місце рівність: θj(J0)1, де tj(J0)=3. 
Доведення леми 1: Твердження 1), 2), 3), не потребують доведення. Для 

наочності доведення твердження 4) використаємо рис. 1: 
Розглянемо множину точок Х графа G, яка має число досяжності t, 

t=tG(Х), та 2-кліткове вкладення f, f: VG  , яке реалізує число t. 
Нехай SG(X)={ i } t

1 , ),()( fGXS VG  . Покладемо, що t=3. Оскільки 

θG(Х)=0, то це означає, що не має місце співвідношення: 

))()()(()( 1
32

1
31

1
21

3

1



GGGii

. 
Згідно визначення 1 маємо побудувати 2-кліткове вкладення 

1:,  VGff   на основі вкладення f. Для цього приклеїмо ручку ),( 01 h  до 
2-кліток 1 , 0 , які задовольняють визначенню 1, застосувавши  -
перетворення із [1]. А також наступні співвідношення: 

а)  3210
1

4

1

4
,,,/),(,|| 


fGnGfGf Vs

n

ii

n

i
  

б) )()())/(()/( 213210021 efefff   

в) 
)()(

)/()()()\(

023

030221
1

12




fef
ffefeGf

 

г) )))(())((())(( 2121  XfXfXf , 
при цьому ),(1 fGVi   . 

В загальному випадку Х=G0. Наступні графи G матимуть θG(G0)=1 та 
наведені в списку 2 додатку разом із вкладенням 1:  Gf . 

Відмітимо, що граф г) зтягуватиметься до графа ж), а граф й) отримано 
із з) шляхом стискання ребра. Доведення леми закінчено. 

Теорема: Нехай G-t–мінімальний площинний граф такий, що Х=G0, 

θG(Х)=θ, θG(Х)= θ.  Існує  -перетворення наступного виду: 
)0))(((),(),( 1

*
321   JpRJRGGG  

де (GiK4) або (Gi K2,3), R- означатиме множину пар простих циклів чи 
пар ланцюгів, визначених на множині точок графів Gi, і=1(1)3, R* - результат 
попарного ототожнення ланцюгів чи циклів,  в результаті якого маємо 
(J G) (θ=1). 
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Доведення теореми випливає з наведеної вище леми. 

 
Рис. 1.  Графи iз списку 2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
  
 
 
 
 
 
 
 

Рис.2. Графи iз списку 2 та їхнє укладання на торi 
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УДК 519.13 

ІСНУВАННЯ ДЕЯКИХ Т-ФАКТОРІЗАЦІЙ ПОРЯДКУ 12 


We investigate the existence of T-factorizations of the complete graph of order 12. The 

algorithm is described constructing a T-factorization for the given tree T when the 
factorization does exist. With computer aid, T-factorizations are constructed for 143 
admissible non-isomorphic trees of the order. 

Досліджується задача про існування T-факторизацій повних графів, поставлена у 
1964 році Л.Байнеке [1]. Створено алгоритм побудови T-факторизацій порядку 12, 
реалізований на ПАСКАЛі, з допомогою якого кількість допустимих дерев порядку 
12, про які відомо, що вони допускають T-факторизації, доведене до 144.  

Нехай T – дерево порядку n, Kn – повний граф того ж порядку.  
T-факторизацією графу Kn називають таку сукупність дерев {T1, T2,…, 

Tk} , що (1) всі Ti  ізоморфні дереву T, (2) всі Ti – підграфи графу Kn    і (3) 
кожне ребро графу Kn належить одному і тільки одному з дерев T1, T2, …, Tk. 
Задача полягає в тому, щоб  при заданому n для кожного дерева T  порядку n 
з’ясувати, існує чи ні T-факторизація графу Kn.  

1. Результати попередників.   Л.Байнеке [1] встановив необхідні умови 
існування T-факторизації порядку n, а саме: 1) парність числа n, n=2k, та 2) 
виконання нерівності (T) k,  де (T) – найвищий степінь вершини у дереві 
T . Дерева, що задовільняють  умови Байнеке, називають допустимими. 

Наступний крок у розвитку цієї задачі зробили Ш.Хуанг та А.Роса [2], 
розв’язавши у 1978 задачу існування T-факторизацій для всіх порядків n, n8. 
Нещодавно А.Я.Петренюк [3,4] розв’язав її у випадку n=10 та, за винятком 
20 дерев, у випадку n=14. 

Успіху у випадках n=10 та n=14  досягнуто здебільшого завдяки 
зручним необхідним умовам існування T-факторизацій, знайденим автором 
статей [3,4],  

та біциклічному методу побудови T-факторизацій, з допомогою якого 
прове-дено побудови T-факторизацій у випадках їх існування.   

У статті [9] (скорочена версія – [11]) одержано ряд результатів про 
неіснування T-факторизацій порядку 12, для чого застосовано раніше відомі 
та знайдено нові необхідні умови їх існування.  

Дану статтю присвячено існуванню T-факторизацій порядку 12. Порядки 
n≡0(mod 4) вирізняються з-поміж інших тим, що у цих випадках  не існує 
біциклічних T-факторизацій [3, 4]. Ця обставина привносить певні труднощі 
у дослідження. Тому на даний момент відомо про існування тільки 20 дерев 
порядку 12, для яких існують T-факторизації. Ці T-факторизації побудовано 
півобертовим методом у статті [5].  

Нижче описано алгоритм побудови T-факторизацій та викладено 
результати, одержані з його допомогою для порядку 12. 

2. Алгоритм побудови T-факторизацій. 
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Ми скористалися зображенням  дерев,  яке носить назву шаблонного. 
Дерево T порядку т=2k з множиною вершин {1,2,…,n} зображується  парою 
об’єктів (П, Ш): послідовністю П вершин a1a2…an та шаблоном Ш – 
сукупністю n1  пар чисел виду i, j, 1 i<j n, таких, що (ai, aj) – ребро дерева 
T для кожної пари i, j шаблону.  

Задаючи конкретний шаблон Ш, ми тим самим фіксуємо дерево T, якому 
ізоморфні всі  компоненти шуканої T-факторизації. Коли послідовність П 
пробігає всі можливі значення у лексикографічному порядку, то 
представлення (П, Ш) дає всі можливі дерева з указаною множиною вершин, 
ізоморфні дереву T. Цю послідовність дерев ми називаємо трасою перебору. 
Для того, щоб  дерева не повторювалися, ми застосовуємо так звані умови 
стандартизації, невиконання яких сигналізує  про те, що це дерево вже 
зустрічалося на трасі, і тому воно пропускається. За рахунок цього перебір 
істотньо скорочується. 

Нехай дерева Ti, Tj  –  підграфи графу Kn. Ці дерева називають сумісними, 
якщо вони не мають спільних ребер.  T-факторизацію можна уявляти як 
підпослідовність k попарно сумісних дерев траси.  

Опишемо тепер обіцяний алгоритм. 
0°. Покладаємо T=.  
1°. Виберемо та зафіксуємо першу компоненту T1=(П1, Ш) шуканої T-

факторизації,  де П1 – лексикографічно найперша підстановка: T={T1}. 
2°. Нехай вибрано компоненти T1,…,Ti–1 шуканої T-факторизації. В 

пошуках i-ої компоненти,  i >1,  здійснюємо перегляд траси у 
лексикографічному порядку, починаючи з того дерева, яке обрано за i–1 
компоненту. При цьому кожне дерево перевіряємо на стандартність та на 
сумісність з усіма  компонентами T1,…,Ti–1. Якщо ці умови виконуються – 
знайдено компоненту Ti ; додаємо її до T, T→ T{Ti},  покладаємо i→ i+1 i  
здійснюємо перехід до пункту 3°.  Якщо ж до кінця траси не знайдено 
сумісне з T стандартне дерево – переходимо до виконання пункту 4°. 

3°. Якщо i=k+1, то T являє собою шукану T-факторизацію, і роботу 
закінчуємо.  

4°. Якщо i=2, то T-факторизації не існує, і роботу закінчуємо. В іншому 
випадку покладаємо i→ i–1, T → T\{Ti}, і переходимо до пункту 2°. 

Для перевірки сумісності дерева T′ з раніше вибраними компонентами 
використовується матриця A=(aij) порядку n, яка на початку обчислень 
нульова. Як тільки до T додається нова компонента , остання реєструється  
у матриці A, тобто кожне її ребро ij відзначається покладенням aij=aji=1.  
Безпосередньо перед відкиданням компоненти з T ця компонента 
дереєструється. Таким чином, у момент перевірки сумісності матриця A 
містить інформацію про сукупний реберний склад множини T. Тому для 
встановлення сумісності досить пересвідчитися, що дерево T′ не містить 
жодного ребра ij з aij=1.  
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Істотне прискорення роботи алгоритму досягається за рахунок 
використання стратегії стрибків, яка полягає ось у чому. Якщо переглянуто 
біжуче дерево T′ =(П′, Ш′) і виявлено його нестандартність чи несумісність з 
T, можна вказати найпершу  позицію j підстановки П′, яка заважає включити 
T′ у T. Після цього можна “перескочити” через  відрізок траси від T′ до 
найпершого з наступних дерев, яке відрізняється від T′ у позиції  j і не 
відрізняється у попередніх позиціях, і продовжити перегляд, починаючи з 
цього дерева .  

Наведений алгоритм явно не поліноміальний, але кращого на даний час 
невідомо.  

На основі цього алгоритму автори у випадку n=12 створили 
комп’ютерну програму побудови  T-факторизацій. Вона почала значно 
швидше видавати побудовчі результати після введення ще одного 
прискорюючого фільтру. Опишемо цей фільтр. 

Коли  побудована і зареєтрована в A передостання, п’ята компонента T5,  
єдиною можливою шостою компонентою може бути граф Z, що складається з 
усіх невикористаних у T ребер.  Добудова T до T-факторизації можлива тоді і 
тільки тоді, коли Z ізоморфний T. Для розрізнення неізоморфів ми 
застосували відомий інваріант d(Z)=(d1,d2,…,d11) – розподіл степенів вершин 
графу Z, у якому di означає кількість тих вершин у графі Z, які мають степінь 
i (i=1,…,11). Обчисливши d(Z), порівнюємо його з  d(T). Якщо d(Z)  d(T), то 
T не добудовується до T-факторизації, і можна будувати нову п’яту 
компоненту. У випадку d(Z) = d(T) продовжуємо роботу так, як вказано в 
алгоритмі.  

3. Результати роботи програми.  Створена нами програма дозволила 
побудувати T-факторизації для ряду дерев класу T(12, 3), тобто тих дерев 
порядку 12, у яких (T)=3. Нижче під кожним номером подано дерево T у 
канонічній формі та компоненти відповідної T-факторизації. Дерева 
зображені списками їх ребер та розміщені у канонічному порядку. Звертаємо 
увагу читача на те, що півсиметричні дерева (які допускають півобертові T-
факторизації), у список не включені.  

Список побудованих T-факторизацій для дерев класу T(12, 3) 
1. 12 13 14 25 26 37 38 49 5A 6B 7C    15 29 2B 36 4A 5C 6A 78 8C AB BC 
    16 18 1B 27 3B 45 46 67 79 8A 9C    17 23 3C 4B 4C 59 68 7A 89 9A AC 
    19 1A 24 34 35 39 57 58 69 6C 7B     1C 28 2A 2C 3A 47 48 56 5B 8B 9B 
2. 12 13 14 25 26 37 38 49 5A 6B 9C     15 16 17 27 2C 35 3A 45 4B 68 69  
    18 1C 23 24 28 36 39 47 4A 56 9B     19 2B 3C 46 5C 67 7A 89 8A 8B AC 
    1A 29 34 4C 58 6A 79 7B 8C AB BC      1B 2A 3B 48 57 59 5B 6C 78 7C 9A          
3. 12 13 14 25 26 37 38 49 5A 6B AC    15 16 17 27 35 3A 45 4C 68 69 AB                
    18 23 24 28 36 39 47 4A 56 5C 9B     19 1A 2B 3B 46 57 58 6C 79 9C BC 
    1B 2C 34 48 5B 6A 78 7B 7C 89 9A  1C 29 2A 3C 4B 59 67  7A 8A 8B 8C 
4. 12 13 14 25 26 37 38 49 5A 7B 9C     15 16 17 27 2C 35 3A 45 68 69 8B  
    18 1B 23 24 28 36 39 47 4A 56 7C     19 2B 34 4C 5C 67 78 8A 9B AB AC 
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    1A 29 3C 48 57 59 5B 6B 7A 89 BC  1C 2A 3B 46 4B 58 6A 6C 79 8C 9A         
5. 12 13 14 25 26 37 38 49 5A 7B AC       15 16 17 27 35 3A 45 68 69 8C AB                       
    18 23 24 28 36 39 47 4A 56 5B 7C        19 1A 2A 3C 46 4C 58 79 8B 9B BC 
    1B 29 34 4B 5C 67 6B 6C 78 7A 89      1C 2B 2C 3B 48 57 59 6A 8A 9A 9C 
6. 12 13 14 25 26 37 38 49 5A 9B AC       15 16 17 27 2C 35 3A 45 68 69 AB 
    18 1B 23 24 28 36 39 47 4A 56 5C        19 2A 34 48 5B 6B 79 7A 8C 9C BC   
    1A 29 3B 4C 58 59 6A 7B 7C 8A 8B    1C 2B 3C 46 4B 57 67 6C 78 89 9A  
7. 12 13 14 25 26 37 38 49 5A 9B BC       15 16 17 27 2A 35 3B 45 68 69 AC 
    18 1C 23 24 28 36 39 47 4A 5C 6B       19 2B 3A 48 4C 57 67 78 8A 9C AB  
    1A 29 3C 46 56 50 5B 6A 79 8B 8C      1B 2C 34 4B 58 6C 7A 7B 7C 89 9A 
8. 12 13 14 25 26 37 38 49 5A AB BC       15 16 17 2B 2C 35 3B 45 68 69 7A  
    18 29 3A 46 56 58 59 67 7C 8B AC       19 2A 34 4B 5C 6C 79 7B  89 8A 8C  
    1A 28 3C 47 4C 5B 6A 78 9A 9B 9C     1B 1C 23 24 27 36 39 48 4A 57 6B  
9. 12 13 14 25 26 37 38 49 9A AB BC       15 16 17 2B 2C 35 45 68 69 7A AC  
    18 28 3A 4C 5C 6A 6B 78 79 7C 9B      19 29 3B 3C 46 47 58 7B 8A 8C 9C  
    1A 2A 34 4B 56 59 5A 67 6C 89 8B       1B 1C 23 24 27 36 39 48 4A 57 5B  
10. 12 13 14 25 26 37 38 59 6A 7B 8C       15 23 24 27 35 39 48 4A 69 8B AC 
      16 2A 39 3C 49 57 68 6B 78 8A 9B      17 18 1A 29 34 47 56 5A 7C 9A BC 
      19 1C 28 2B 3A 45 5B 5C 67 6C AB     1B 2C 36 46 4B 4C 58 79 7A 89 9C     
11. 12 13 14 25 26 37 38 59 6A 7B 9C        15 16 17 23 2C  35 45 4A 68 69 8B  
      18 2A 39 3B4C 5B 67 7C 89 8C 9A      19 1C 2B 36 49 5A 6C 78 7A AB BC 
      1A 24 27 28 34 3A 46 57 5C 6B 79       1B 29 3C 47 48 4B 56 58 8A 9B AC 
12. 12 13 14 25 26 37 38 59 6A 7B BC       15 16 17 23 35 45 4B 68 69 8A AC 
      18 2C 39 3C 49 56 5B 7A 8B 9A AB    19 2A 2B 36 4C 58 67 78 7C 9B 9C   
      1A 1B 29 3B 47 48 4A 5A 6C 89 8C    11C 24 27 28 34 3A 46 57 5C6B 79  
13. 12 13 14 25 26 37 38 59 6A 9B AC       15 16 17 23 2C 35 45 4A 68 69 AB  
      18 2B 39 3C 47 49 4B 5B 6C 8A 9A     19 29 36 4C 56 58 7A 7B 8B 8C 9C  
      1A 24 27 28 34 3A 46 57 6B 79 BC      1B 1C 2A 3B 48 5A 5C 67 78 7C 89 
14. 12 13 14 25 26 37 38 59 6A 9B BC       15 16 17 23 2A 35 45 4B 68 69 AC 
      18 2B 39 47 56 5B 6C 7C 89 8A 9C      19 29 36 3B 4A 5C 78 7B 8C 9A AB 
      1A 1C 24 27 28 34 3A 46 57 6B 79      1B 2C 3C 48 49 4C 58 5A 67 7A 8B  
15. 12 13 14 25 26 37 38 59 7A 9B AC       15 16 17 23 2C 35 45  68 69 8A AB 
      18 2B 36 3B 4C 5A 5C 67 8B 8C 9A    19 1C 29 3C 47 49 4A 56 6B 78 7B  
      1A 24 27 28 34 3A 46 57 5B 79 BC      1B 2A 39 48 4B 58 6A 6C 7C 89 9C 
16. 12 13 14 25 26 37 38 59 7A 9B BC       15 16 17 23 2A 35 45 68 69 8B AC  
      18 29 3C 47 48 49 56 6B 8A 9C AB     19 2B 36 3B 4C 5A 5C 78 7B 7C 9A  
      1A 1C 24 27 28 34 3A 46 57 5B 79      1B 2C 39 4A 4B 58 67 6A 6C 89 8C  
17. 12 13 14 25 26 37 38 59 9A AB BC     15 16 17 2B 2C 35 3A 45 68 69 AC  
      18 29 3C 46 5C 6B 7A 7B 89 8A 9C    19 2A 34 47 49 58 5A 67 7C 8C 9B    
      1A 28 3B 4B 4C 57 6A 6C 78 79 8B    1B 1C 23 24 27 36 39 48 4A 56 5B  
18. 12 13 14 25 26 37 48 59 6A 7B 7C       15 16 17 27 35 39 45 4A 68 8B 8C  
      18 23 24 28 36 3A 47 57 6B 79 AC      19 2C 3C 4B 56 58 5A 6C 78 9A AB 
      1A 29 2A 38 3B 46 49 5C 7A 9B BC   1B 1C 2B 34 4C 5B 67 69 89 8A 9C 
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19. 12 13 14 25 26 37 48 59 6A 7B 8C        15 19 1B 2B 3A 46 58 5C 6C 79 8A  
      16 18 23 27 2A 35 47 4B 67 9A BC       17 28 3C 45 49 4A 5B 6B 7A 89 AC  
      1A 24 2C 38 39 57 68 7C 9B 9C AB      1C 29 34 36 3B 4C 56 5A 69 78 8B  
20. 12 13 14 25 26 37 48 59 6A 7B BC        15 24 28 29 3B 3C 46 58 78 7C 9A  
      16 19 23 2C 3A 4B 57 5C 8A 9B 9C     17 1A 2B 39 45 4A 67 68 6B 79 8C  
      18 27 36 49 4C 5B 6C 7A 89 AB AC    1B 1C 2A 34 35 38 47 56 5A 69 8B  
21. 12 13 14 25 26 37 48 59 7A 7B 8C       15 16 17 27 2C 35 39 45 68 8A 8B  
      18 1B 23 24 28 36 3A 47 56 79 7C       19 2B 34 46 57 5B 6A 89 9C AB AC  
      1A 29 38 3B 4C 5C 6B 6C 78 9A 9B    1C 2A 3C 49 4A 4B 58 5A 67 69 BC 
22. 12 13 14 25 26 37 48 59 7A 7B 9C       15 16 17 27 35 39 45 68 8A 8C 9B  
      18 23 24 28 36 3A 47 56 5B 79 7C       19 1A 2C 34 38 46 4B 5C 67 6A BC 
      1B 2A 2B 3B 4C 57 58 69 89 9A AC   1C 29 3C 49 4A 5A 6B 6C 78 8B AB 
23. 12 13 14 25 26 37 48 59 7A 7B AC      15 16 17 27 35 39 45 68 8A 8C AB  
      18 23 24 28 36 3A 47 56 79 7C 9B       19 1C 2B 38 4C 57 5A 6A 89 9A BC 
      1A 2C 34 3B 46 4A 5B 69 6C 78 8B    1B 29 2A 3C 49 4B 58 5C 67 6B 9C  
24. 12 13 14 25 26 37 48 59 7A 8B 9C        15 2A 34 39 3A 45 67 68 8A 9B BC 
      16 23 24 35 5A 5B 6B 78 79 9A AB      17 18 28 29 2C 38 3B 47 56 6C AB 
      19 1B 1C 27 36 4A 4B 57 5C 69 8C      1A 2B 3C 46 49 4C 58 6A 7B 7C 89  
25. 12 13 14 25 26 37 48 59 7A 8B AC       15 19 2A 2C 35 46 4B 5B 67 8C AB 
      16 24 36 38 3B 4C 5A 6A 79 89 BC     17 18 27 29 2B 3A 3C 47 4A 58 69        
      1A 1C 28 39 45 56 5C 6B 78 7C 9A     1B 23 34 49 57 68 6C 7B 8A 9B 9C       
26. 12 13 14 25 26 37 48 59 7A 79 9C        15 16 17 27 35 3A 45 68 89 AB AC 
      18 23 24 28 36 39 47 56 5A 5C 7B       19 2C 34 38 46 49 58 6A 6B 7C BC 
      1A 2B 3B 4A 4B 57 69 6C 79 8C 9A    1B 1C 29 2A 3C 4C 5B 67 78 8A 8B  
27. 12 13 14 25 26 37 48 59 7A 9B AC       15 28 3A 3C 45 46 49 5B 67 8B 9A  
      16 17 18 23 39 4B 57 6C 79 8A BC       19 2A 2C 36 3B 4A 5C 68 7B 89 8C  
      1A 1C 24 29 2B 34 38 47 56 6B 7C       1B 27 35 4C 58 5A 69 6A 78 9C AB 
28. 12 13 14 25 26 37 48 59 7A 9B BC        15 23 28 36 3A 46 49 5A 6B 79 7C  
      16 17 1A 2B 2C 34 4A 56 69 78 9C       18 1C 24 39 4C 57 5B 68 8B 9A AB                         
      19 27 38 3B 3C 4B 5C 67 6A 89 AC      1B 29 2A 35 45 47 58 6C 7B 8A 8C  
29. 12 13 14 25 26 37 48 59 7A AB AC       15 16 17 27 35 3A 45 68 89 9B 9C  
      18 23 24 28 36 39 47 57 5B 5C 6A         19 1C 2A 3C 46 49 4A 56 6B 7C 8B  
      1A 2B 34 3B 4C 58 69 6C 7B 8A 8C      1B 29 2C 38 4B 5A 67 78 79 9A BC 
30. 12 13 14 25 26 37 48 59 7A AB BC        15 24 3B 3C 47 56 57 68 79 9A AC 
      16 17 2A 38 49 4B 5C 6B 89 8A 9C       18 19 27 2C 36 4A 5B 6A 6C 8C 9B  
      1A 1B 23 28 29 34 3A 45 69 7B 7C        1C 2B 35 39 46 4C 58 5A 67 78 8B 
31. 12 13 14 25 26 37 48 59 9A AB BC        15 16 17 2A 2B 36 45 5A 78 9B 9C  
      18 23 29 2C 34 38 47 5B 5C 6A 6B        19 28 3A 3B 4B 56 67 79 7B 8C AC 
      1A 1B 27 35 3C 46 49 4C 7C 89 8A       1C 24 39 4A 57 58 68 69 6C 7A 8B  
32. 12 13 14 25 26 37 48 79 7A 8B 9C         15 16 17 27 2C 35 45 68 89 8A 9B  
      18 1A 23 24 28 36 39 47 57 5C 7C         19 2B 3A 3C 49 58 5B 6A 6B 7C 9A  
      1B 29 3B 4A 4C 59 5A 67 6C 8C AB     1C 2A 34 38 46 4B 56 69 78 AC BC 
33. 12 13 14 25 26 37 48 79 7A 8B BC         15 16 17 27 2A 35 45 68 89 8C AB  
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      18 1A 23 24 28 36 39 47 57 7B AC         19 2C 34 38 3B 59 5A 6A 6B 6C 7C  
      1B 2B 3A 49 4A 56 5C 67 8A 9B 9C      1C 29 3C 46 4B 4C 58 5C 69 78 9A 
34. 12 13 14 25 26 37 48 79 7A 9B AC         15 16 17 27 35 45 68 89 8A 9C AB  
      18 23 24 28 36 39 47 57 5A 7B BC         19 1C 2B 2C 38 4A 4B 56 67 6C 8B  
      1A 29 3A 46 4C 5B 5C 69 6A 78 8C       1B 2A 34 3B 3C 49 58 59 6B 7C 9A  
35. 12 13 14 25 26 37 48 79 7A 9B BC         15 16 17 27 35 45 68 89 8B 9A AC 
      18 23 24 28 36 39 47 57 5A 7C AB         19 1B 2B 3C 4C 58 5B 69 6A 78 9C  
      1A 2C 34 38 3A 49 4B 56 5C 67 8C        1C 29 2A 3B 46 4A 59 6B 6C 7B 8A  
36. 12 13 14 25 26 37 48 79 8A 9B 9C           15 16 17 27 29 35 45 68 8B AB BC 
      18 1A 23 24 28 36 39 47 57 5B 5C           19 2B 3C 4A 4B 58 5A 69 7C 89 AC  
      1B 2C 3B 46 49 59 6A 6C 7A 7B 8C       1C 2A 34 38 3A 4C 56 67 6B 78 9A  
37. 12 13 14 25 26 37 48 79 8A 9B AC          15 16 17 27 2A 35 45 68 89 9C AB 
      18 1B 23 24 28 36 39 47 57 5A BC          19 2B 3B 4A 4C 56 59 67 7A 7B 8C  
      1A 2C 38 46 49 58 5B 6B 6C 7C 9A        1C 29 34 3A 3C 4B 5C 69 6A78 8B  
38. 12 13 14 25 26 37 48 79 8A 9B BC          15 16 17 24 3B 3C 47 58 5A 69 9C  
      18 29 36 49 4A 5B 5C 67 6A 8B AC        19 1B 23 28 2A 34 39 46 56 7B 7C  
      1A 2C 3A 4B 4C 57 59 68 6B 78 AB        1C 27 2B 35 38 45 6C 7A 89 8C 9A  
39. 12 13 14 25 26 37 48 79 9A 9B AC          15 16 17 27 35 45 68 8B 9C AB BC  
      18 1A 2B 34 38 3B 49 4C 56 5A 7A        19 2C 3A 4A 58 69 6A 6B 7B 7C 8C 
      1B 23 24 28 36 39 47 57 5B 5C 8A           1C 29 2A 3C 46 4B 59 67 6C 78 89  
40. 12 13 14 25 26 37 48 79 9A AB AC          15 16 17 28 29 35 45 68 7A 9B 9C  
      18 1A 23 24 27 36 39 4A 57 8B 8C           19 2C 3C 47 4B 56 58 5A 67 69 BC 
      1B 2A 38 46 4C 5B 6A 6B 78 7C 89         1C 2A 38 46 4C 5B 6A 6B 78 89 7A 
41. 12 13 14 25 26 37 48 79 9A AB BC           15 27 3A 45 4A 4B 59 67 6C 8B 8C 
      16 24 2B 34 35 38 46 7A 7C 9B 9C           17 18 19 29 2A 3B 3C 47 57 68 AC 
      1A 1B 23 36 4C 58 5B 5C 6A 78 89         1C 28 2C 39 49 56 5A 69 6B 7B 8A 
42. 12 13 14 25 26 37 58 69 7A 7B AC           15 16 17 35 23 45 49 68 8A 8C AB  
      18 2B 3C 4B 4C 5A 67 79 8B 9A 9C       19 29 2A 3A 48 4A 56 6B 7C 9B BC 
      1A 1C 2C 36 38 3B 47 59 6C 78 89         1B 24 27 28 34 39 46 57 5B 5C 6A  
43. 12 13 14 25 26 37 58 69 7A AB AC         15 16 17 23 35 45 4A 68 89 9B 9C  
       18 2A 2B 3C 47 49 4B 5C 67 6C 8B       19 1C 2C 3A 48 5A 6B 78 7B 7C 9A  
       1A 29 36 38 3B 4C 56 59 79 8A 8C         1B 24 27 28 34 39 46 57 5B 6A BC  
44. 12 13 14 25 26 37 58 79 7A 8B 9C            15 16 17 23 2C 35 45 68 89 8A 9B  
      18 1B 2A 3C 4B 59 69 6C 78 8C AB        19 24 27 28 34 39 46 57 5A 5B AC 
      1A 29 3B 47 48 5C 6A 6B 7C 9A BC       1C 2B 36 38 3A 49 4A 4C 56 67 7B  
45. 12 13 14 25 26 37 58 79 7A 8B BC           15 16 17 23 2A 35 45 68 89 8C AB  
      18 2B 3C 48 4C 59 6A 6B 78 9A 9C         19 1C 24 27 28 34 39 46 57 5A 5B  
      1A 29 3B 49 4A 56 6C 7B 7C 8A 9B        1B 2C 36 37 3A 47 4B 5C 67 69 AC 
46. 12 13 14 25 26 37 58 79 7A 9B AC           15 16 17 23 35 45 68 89 8A 9C AB  
      18 29 3B 47 4A 5C 6A 6C 8B 8C 9A        19 2C 36 38 3A 4B 56 69 78 7B 7C  
      1A 24 27 28 34 39 46 57 5A 5B BC          1B 1C 2A 2B 3C 48 49 4C 59 67 6B  
47. 12 13 14 25 26 37 58 79 7A 9B BC           15 16 17 23 35 45 68 89 8B 9A AC  
      18 29 3B 47 48 49 5C 6B 6C 8A AB         19 2B 2C 36 38 3A 4C 56 69 7B 8C  
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      1A 1C 24 27 28 34 39 46 57 5A 5B           1B 2A 3C 4A 4B 59 6A 78 7C 9C  
48. 12 13 14 25 26 37 58 79 8A 9B 9C            15 16 17 23 29 45 68 8B AB BC AB  
      18 1A 2A 3A 49 5C 67 69 6B 7C 89          19 2B 3C 47 4A 4B 59 5B 6C 78 8C  
      1B 24 27 28 34 3B 46 57 5A 9A AC          1C 2C 36 38 39 48 4C 56 6A 7A 7B  
49. 12 13 14 25 26 37 58 79 8A 9B BC            15 16 18 27 3B 3C 45 5A 7A 89 9C 
      17 24 38 3A 4B 4C 5B 69 6C 78 AB          19 1B 23 28 2A 34 39 56 6A 7B 7C  
      1A 2C 35 48 49 57 5C 67 6B 8C 9A          1C 29 2B 36 46 47 4A 59 68 8B AC   
50. 12 13 14 25 26 37 58 79 9A 9B AC            15 6 17 23 35 45 68 8B 9C AB BC  
      18 1C 2A 3B 49 4A 57 6C 7B 7C 8A         19 2C 36 38 3A 47 4B 4C 56 69 78 
      1A 29 2B 3C 48 59 67 6A 6B 89 8C           1B 24 27 28 34 39 46 5A 5B 5C 7A  
51. 12 13 14 25 26 37 58 79 9A AB AC           15 16 17 2A 2B 2C 35 39 45 68 8A  
      18 28 38 3A 4A 4C 59 6C 7B 9B 9C          19 1B 23 29 34 36 47 48 5B 7A BC 
      1A 27 3B 4B 57 5C 67 69 6A 8B 8C          1C 24 3C 46 49 56 5A 6B 78 7C 89  
52. 12 13 14 25 26 37 58 79 9A AB BC          15 18 2C 34 3C 4B 59 5C 6A 6B 7A 
      16 27 3A 3B 45 56 57  78 8A 9B 9C          17 1B 29 38 48 49 4A 5B 67 6C 8C  
      19 1A 23 24 28 35 39 68 7B 7C AC           1C 2A 2B 36 46 47 4C 5A 69 89 8B   
53. 12 13 14 25 26 37 78 79 8A 9B AC            15 16 17 28 2A 35 45 68 89 9C AB 
      18 2B 3B 46 4C 57 5C 69 6B 7A 8C          19 1B 23 24 27 36 38 49 59 5A BC  
      1A 2C 34 39 3A 4B 58 5B 6A 7B 7C         1C 29 3C 47 48 4A 56 67 6C 8B 9A   
54. 12 13 14 25 26 37 78 79 8A AB BC           15 16 17 28 29 35 45 68 8B 9A AC 
      18 2C 3C 46 4A 4C 57 59 67 7B 89           19 1A 23 24 27 36 38 49 5A 5C 9B 
      1B 2A 34 39 3A 4B 56 5B 6C 7A 8C        1C 2B 3B 47 48 58 69 6A 6B 7C 9C 
55. 12 13 14 25 26 37 78 89 8A 9B AC           15 16 17 28 29 2A 35 45 68 9C AB 
      18 24 38 39 3A 4B 58 6A 6B 7B 7C         19 2C 3B 46  4C 57 5A 67 79 8B BC 
      1A 1B 27 3C 49 4A 56 69 6C 7A 8C         1C 23 2B 34 36 47 48 59 5B 5C 9A  
56. 12 13 14 25 26 37 78 89 8A 9B  BC           15 16 17 28 29 2B 35 45 68 9A AC 
      18 2C 38 39 3A 46 4C 58 67 6B AB          19 1C 23 2A 34 36 47 48 59 5A 5B  
      1A 27 3C 4A 4B 5C 69 6A 79 7C 8B        1B 24 3B 49 56 57 6C 7A 7B 8C 9C 
57. 12 13 14 25 26 37 78 89 9A 9B AC           15 16 17 28 2B 35 45 68 9C AB BC 
      18 29 38 3A 3B 49 4C 5867 6A 79           19 1A 2A 3C 47 4A 56 6B 6C 7B 8C  
      1B 23 24 27 36 39 48 5A 5B 5C 8A          1C 2C 34 46 4B 57 59 69 7A 7C 8B    
58. 12 13 14 25 26 37 78 89 9A AB AC          15 28 29 34 45 48 56 7A 7B 7C 9C  
      16 19 23 24 27 57 67 8A 8B 8C 9B           17 18 1B 2B 3A 3C 46 5B 5C 69 6A  
      1A 2A 35 38 39 47 4A 4C 68 6B BC        1C 2C 36 3B 49 4B 58 59 5A 6C 79    
59. 12 13 14 25 26 37 78 89 9A AB  BC         15 16 17 28 2A 35 45 68 9B 9C AC 
      18 2B 3B 47 4C 56 59 6A 6B 79 8C          19 29 34 3C 49 4B 58 5A 67 6C 7A  
      1A 1B 23 24 27 36 39 48 5B 5C 8A          1C 2C 38 3A 46 4A 57 69 7B 7C 8B  
60. 12 13 14 25 36 47 58 59 6A 6B  7C           15 16 17 26 2A 2B 34 35 39 78 8C  
      18 23 24 27 38 45 5B 5C 67 69 8A            19 1A 28 3B 48 49 5A 68 7A 9C BC 
      1B 2C 37 3A 4A 4C 57 6C 8B 9A 9B       1C 29 3C 46 4B 56 79 7B 89 AB AC  
61. 12 13 14 25 36 47 58 59 6A 6B 8C            15 17 19 24 34 3C 45 68 78 8A 9B 
      16 29 2A 3B 46 5C 67 7A 89 9C AB         18 1C 27 35 39 49 4C 56 5A 79 BC       
      1A 26 28 2C 3A 4A 4B 57 69 7B 8B        1B 23 2B 37 38 48 5B 6C 7C 9A AC      
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62. 12 13 14 25 36 47 58 59 6A 7B 8C            15 24 37 45 5C 69 6B 78 89 9C AB  
      16 1A 2A 34 4C 56 5B 6C 79 8B 9B         17 26 38 39 3C 4B 5A 68 7A 9A BC 
      18 1B 1C 27 29 2C 3A 3B 46 48 57           19 23 28 2B 35 49 4A 67 7C 8A AC                    
63. 12 13 14 25 36 47 58 59 6A 7B AC           15 18 28 29 3A 3C 45 57 68 6C 9B  
      16 17 23 34 46 5A 6B 7A 8C 9C BC         19 2A 2C 39 49 4B 5C 67 78 8B AB  
      1A 1C 24 27 2B 35 38 48 56 89 9A           1B 26 37 3B 4A 4C 5B 69 79 7C 8A   
64. 12 13 14 25 36 47 58 59 6A 8B 9C            15 18 23 29 45 49 5C 67 69 7A BC 
      16 1C 2B 2C 34 3A 4C 57 7B 89 9B         17 1A 26 2A 37 39 46 5A 5B 78 8C 
      19 27 28 35 3B 4A 4B 6B 6C 8A 9A         1B 24 38 3C 48 56 68 79 7C AB AC 
65. 12 13 14 25 36 47 58 59 6A 8B AC           15 1B 29 3B 3C 45 57 68 6C 78 89 
      16 18 28 2B 35 3B 48 4A 7A 7C 9B          17 24 26 37 38 39 49 4C 5A 5C AB  
      19 1C 23 2C 4B 56 6B 79 7B 8A 9A         1A 27 2A 34 46 5B 67 69 8C 9C BC 
66. 12 13 14 25 36 47 58 59 6A 8B BC           15 19 1A 2B 2C 38 39 3B 46 56 7A  
       16 27 29 37 3A 4A 5B 5C 67 89 9B          17 1C 28 2A 3C 48 4C 57 68 69 AB 
       18 23 26 34 45 4B 78 79 7B 9C AC         1B 24 35 49 5A 6B 6C 7C 8A 8C 9A      
67. 12 13 14 25 36 47 58 59 6A AB AC          15 16 17 26 29 34 35 3A 78 9B 9C  
       18 2C 37 46 48 49 5C 6C 7A 7B 9A        19 28 2A 39 3C 4A 5A 6B 79 8B 8C  
       1A 1C 2B 3B 4B 4C 56 57 68 69 7C        1B 23 24 27 38 45 5B 67 89 8A BC 
68. 12 13 14 25 36 47 58 59 6A AB BC           15 18 28 29 38 3A 45 57 6B 6C AC 
       16 17 2A 37 3B 4A 4B 56 68 79 9C          19 26 2B 35 3C 49 4C 67 7C 8B 9A  
       1A 2C 34 39 46 5C 78 7A 7B 8C 9B         1B 1C 23 24 27 48 5A 5B 69 89 8A  
 69. 12 13 14 25 36 47 58 59 8A AB AC          15 16 17 26 34 35 3A 49 78 9B 9C  
        18 23 24 27 38 45 6A 6B 6C 79 8B          19 2C 37 3B 4A 5C 67 69 7A 89 8C  
        1A 28 29 2A 39 46 48 4C 5B 7B BC      1B 1C 2B 3C 4B 56 57 5A 68 7C 9A 
70. 12 13 14 25 36 47 58 59 8A AB BC            15 18 19 2B 2C 34 30 3A 4B 56 78  
       16 23 2A 48 4A 57 69 7B 7C 9B AC         17 24 29 3B 4C 5C 67 68 6B 8C 9A  
       1A 26 27 35 38 45 46 5B 6A 89 9C          1B 1C 28 37 3C 49 5A 6C 79 7A 8B  
71. 12 13 14 25 36 47 58 69 7A 8B 8C           15 1B 2A 2C 3A 45 57 68 6C 89  BC 
      16 1A 26 27 34 3B 59 6B 79 8A 9C           17 19 24 39 3C 46 4C 5A 78 9B AB  
      18 28 2B 37 48 56 5B 5C 6A 7C 9A          1C 23 29 35 38 49 4A 4B 67 7B AC    
72. 12 13 14 25 36 47 58 69 7A 8B 9C            15 1C 23 2A 39 4A 4C 67 6B 89 AB 
      16 24 34 3C 59 6A 7B 7C 8A 8C 9B         17 19 26 27 2B 38 48 4B 56 5A AC 
      18 1B 28 35 37 45 46 5B 6C 79 9A           1A 29 2C 3A 3B 49 57 5C 68 78 BC 
73. 12 13 14 25 36 47 58 69 8A 8B AC           15 26 29 35 3C 4A 4C 78 7C 9A 9B  
      16 19 2C 39 48 4B 5B 6A 6C 7A 7B         17 1B 23 24 27 38 46 5C 89 AB BC 
      18 1A 28 2B 34 45 56 5A 67 79 8C           1C 2A 37 3A 3B 49 57 59 68 6B 9C              
74. 12 13 14 25 36 47 58 69 8A 9B AC           15 18 26 2C 37 45 4C 7A 89 AB BC 
      16 27 2A 2B 34 38 57 6C 8B 9A 9C         17 29 3A 3C 48 4A 4B 59 5B 68 7C  
      19 1B 24 39 46 5A 5C 67 6B 78 8C          1A 1C 23 28 35 3B 49 56 6A 79 7B  
75. 12 13 14 25 36 47 58 69 8A AB AC          15 1B 27 29 2C 38 3C 4B 59 6B 7A  
      16 1C 24 35 39 46 4A 78 7B 9B 9C           17 19 23 26 3A 3B 45 49 68 7C 89  
      18 28 2B 37 48 56 57 5C 6A 9A BC         1A 2A 34 4C 5A 5B 67 6C 79 8B 8C  
76. 12 13 14 25 36 47 58 69 8A AB BC           15 1A 27 29 35 39 48 6B 6C 78 7C  
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      16 23 2A 34 46 37 5B 5C 79 8B AC          17 28 2C 3B 4B 4C 57 59 6A 89 9A 
      18 19 24 26 3C 45 68 7A 7B 9B 9C          1B 1C 2B 38 3A 49 4A 56 5A 67 8C  
77. 12 13 14 25 36 47 58 89 8A 9B BC            15 18 19 24 2A 34 39 4B 56 78 AC 
      16 1B 23 37 4C 57 5A 69 7C 8B AB          17 29 2B 3C 48 4A 59 67 6B 6C 9A  
      1A 26 27 35 38 3B 45 46 6A 8C 9C          1C 28 2C 3A 49 5B 5C 68 79 7A 7B  
78. 12 13 14 25 36 47 58 89 9A 9B AC             15 18 19 24 2A 2C 34 39 56 78 AB 
      16 1B 23 3C 49 5C 6C 79 7A 7B 8A          17 29 3B 48 4C 5A 5B 67 68 69 BC 
      1A 26 27 35 38 45 46 6A 8B 8C 9C          1C 28 2B 37 3A 4A 4B 5B 59 6B 7C  
79. 12 13 14 25 36 47 58 89 9A AB AC           15 18 19 2A 2B 2C 34 39 4A 56 78  
       16 1B 29 37 3B 4C 57 5A 6C 79 8C          17 23 24 48 4B 59 5B 67 7C 8A 9C 
       1A 26 27 35 38 45 46 6A 8B 9B BC         1C 28 3A 3C 49 5C 68 69 6B 7A 7B   
80. 12 13 14 25 36 47 58 89 9A AB BC           15 16 26 27 34 46 5A 8B 8C 9B AC 
      17 18 29 2A 35 49 4B 57 6A 6C 7C           19 1A 2B 2C 37 38 3A 48 5B 67 9C  
      1B 24 28 3B 3C 59 5C 68 69 78 7A           1C 23 39 45 4A 4C 56 6B 79 7B 8A  
81. 12 13 14 25 36 57 58 69 6A 7B 9C            15 16 17 24 2C 37 39 3A 45 48 9B  
      18 1C 23 26 27 34 49 4A 59 78 8B           19 2A 37 3B 4B 4C 5C 6B 89 8C 9A  
      1A 28 35 4C 56 5B 6C 79 7C 8A AB       1B 29 2B 38 46 5A 67 68 7A AC BC 
82. 12 13 14 25 36 57 58 69 6A 7B BC            15 16 17 26 29 2B 34 35 38 4A AC 
      18 2A 3A 46 47 4B 59 68 7A 8C 9C           19 1A 23 24 27 39 45 56 5C 89 AB  
      1B 2C 37 3C 4C 5A 67 79 8A 8B 9B        1C 28 3B 48 49 5B 6B 6C 78 7C 9A  
83. 12 13 14 25 36 57 58 69 7A 9B 9C             15 1A 23 24 38 46 47 59 5C 89 8B  
       16 18 27 29 2A 37 3B 4B 56 6A BC         17 2C 34 3C 45 48 68 79 7B AB AC  
       19 1C 26 28 39 49 5A 6B 6C 78 8A        1B 2B 35 3A 4A 4C 5B 67 7C 8C 9A    
84. 12 13 14 25 36 57 58 69 7A 9B AC           15 16 17 26 29 34 3A 47 48 9C AB  
      18 1A 24 35 3B 45 46 67 78 79 BC           19 27 28 2A 3C 4B 56 5C 6B 8C 9A  
      1B 2B 2C 38 4A 59 5A 68 6C 7C 89         1C 23 37 39 49 4C 5B 6A 7B 8A 8B  
85. 12 13 14  25 36 57 58 69 9A 9B AC          15 16 17 26 2B 34 35 38 9C AB BC 
      18 1A 28 3A 3C 47 4B 4C 5A 67 89          19 23 24 27 39 4A 59 68 6A 6B 8C  
      1B 2A 3B 45 46 49 5B 6C 78 7A 7C         1C 29 2C 37 48 56 5C 79 7B 8A 8B   
86. 12 13 14 25 36 57 58 69 9A AB AC          15 17 1C 29 2A 2B 34 38 46 4C 8B  
      16 1B 23 37 3C 4B 5B 67 89 8A 8C          18 24 28 35 4A 59 5A 68 79 7B 7C  
      19 26 27 39 3B 49 56 6C 78 7A BC          1A 2C 3A 45 47 48 5C 6A 6B 9B 9C  
87. 12 13 14 25 36 57 58 69 9A AB BC          15 17 27 35 45 68 6A 78 9B 9C AC  
      16 18 19 23 24 28 5A 5B 6B 7A 7C          1A 2A 37 3C 48 49 4B 56 6C 7B 8A 
      1B 29 2C 38 3B 46 47 4A 59 79 8C          1C 26 2B 34 39 3A 4C 5C 67 89 8B 
88. 12 13 14 25 36 57 68 79 7A 8B 9C            15 17 27 38 3B 49 69 6B 7C 9A AC  
      16 19 23 24 37 3C 4B 5B 6C 8A AB         18 1B 2C 34 3A 46 47 59 5A 5C 78  
      1A 26 28 39 48 4C 58 6A  7B 9B BC        1C 29 2A 2B 35 45 4A 56 67 89 8C 
89. 12 13 14 25 36 57 68 79 7A 8B BC           15 23 28 37 39 49 4B 58 5A 6B 6C  
      16 17 19 2B 2C 34 45 4A 56 89 8C          18 2A 3A 46 4C 5B 5C 67 78 9C AB 
      1A 1B 27 29 35 38 3B 47 69 6A AC         1C 24 26 3C 48 59 7B 7C 8A 9A 9B  
90. 12 13 14 25 36 57 68 79 8A 9B 9C            15 2C 3C 49 4B 5B 69 78 7A 89 AC  
      16 19 1B 26 27 34 47 4C 58 5A 8B           17 28 2A 35 39 3B 45 46 67 7C AB 
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      18 1C 24 29 2B 37 3A 48 5C 6A 6C         1A 23 38 4A 56 59 6B 7B 8C 9A BC  
91. 12 13 14 25 36 57 68 79 8A 9B BC           15 16 1C 2B 34 39 4C 67 78 8B 9A  
      17 2A 35 3B 48 4A 59 6A 6B 7C 8C         18 1A 29 3A 47 49 58 5C 6C 7B BC 
      19 26 27 28 38 3C 46 4B 5A 5B 9C           1B 23 24 2C 37 45 56 69 7A 89 AB     
92. 12 13 14 25 36 57 68 79 8A 9B BC            15 16 1A 2B 34 38 4A 67 7B 89 9C  
      17 18 29 35 39 47 4C 5B 6C AB AC          19 26 27 28 3B 3C 48 49 5A 5C 6A  
      1B 2C 3A 46 4B 56 59 78 7A 8C 9A          1C 23 24 2A 37 45 58 69 6B 7C 8B   
93. 12 13 14 25 36 57 68 79 9A 9B AC             15 17 23 26 38 49 59 67 6A 9C BC 
      16 1A 27 2C 35 37 39 4B 56 8A AB          18 19 2B 3C 4A 4C 58 5B 69 6C 78  
      1B 24 29 3A 3B 46 48 5A 7B 7C  8C         1C 28 2A 34 45 47 5C 6B 7A 89 8B  
94. 12 13 14 25 36 57 68 79 9A AB BC            15 16 17 26 28 34 32 4A AC 9B 9C 
       18 2B 3A 3C 46 48 59 5C 6A 78 7B          19 1B 23 24 27 38 45 5A 6B 6C 89 
       1A 2C 3B 49 4C 56 58 69 7A 7C 8B         1C 29 2A 37 39 47 4B 5B 67 8A 8C      
95. 12 13 14 25 36 57 78 89 9A AB AC          15 16 17 26 34 35 49 8A 8B 8C 9B  
      18 19 23 24 27 38 45 6A 6B 6C 9C           1A 28 29 2A 37 3C 47 59 5B 67 BC                   
      1B 2B 39 3B 48 4A 4C 56 5A 69 7C         1C 2C 3A 46 4B 58 5C 68 79 7A 7B  
96. 12 13 14 25 36 57 78 89 9A AB BC          15 16 17 26 34 35 48 8A AC 9B 9C 
      18 1A 23 24 27 38 49 5A 5B 6B 6C          19 2B 37 45 4C 56 6A 79 7A 8B 8C  
      1B 2C 39 3A 4A 4B 58 5C 67 69 7C         1C 28 29 2A 3B 3C 46 47 59 68 7B    
97. 12 13 14 25 56 67 78 89 9A AB BC          15 16 17 23 28 34 47 8A 9B 9C AC 
      18 26 27 3B 3C 48 4B 57 59 5A 6C          19 1A 24 36 39 45 46 7A 7B 8B 8C  
       1B 29 2C 35 37 38 49 4A 5C 6A 6B         1C 2A 2B 3A 4C 58 5B 68 69 79 7C  

Поданий список є підставою для наступної теореми. 
Теорема 1. Принаймні 97 неізоморфних дерев класу T(12,3) допускають T-
факторизацію.  

Крім цього, побудовано T-факторизації для наступних дерев (вказано 
значення інваріанту d кожного дерева). 
 98. 12 13 14 15 16 27 28 29 3A 4B 7C         d(T)=(7,3,0,1,1,0)  
       12 13 14 15 16 27 28 29 3A 4B 7C        17 25 2C 39 45 56 57 58 69 6A 6B    
       18 23 2B 34 35 36 37 48 49 4B 5C        19 26 38 4C 5A 68 78 89 8A 9B 9C 
       1A 1B 24 3B 47 5B 67 79 7B 8C BC    1C 2A 3C 46 59 6C 7A 8B 9A AB AC  
 99. 12 13 14 15 16 27 28 29 3A 4B AC       d(T)=(7,3,0,1,1,0) 
       12 13 14 15 16 27 28 29 3A 4B AC      17 25 2C 3C 45 56 58 69 6A 6B 7C  
       18 1A 24 39 47 59 67 78 79 7B 9C       19 2A 3B 46 5B 6C 7A 8A 9B AB BC 
       1B 23 2B 34 35 36 37 48 49 4A 5C       1C 26 38 4C 5A 68 7C 89 8B 8C 9A  
100. 12 13 14 15 16 27 28 29 3A 7B AC      d(T)=(7,3,0,1,1,0) 
        12 13 14 15 16 5A 67 68 69 7B AC      17 1C 23 24 25 26 27 6A 78 79 AB 
        18 28 2A 34 35 36 37 38 7C 89 BC       19 2C 3A 3C 45 47 48 4B 4C 6C 9B  
        1A 29 39 49 56 5C 7A 8A 8B 9A 9C    1B 2B 3B 46 4A 57 58 59 6A 6B 8C 
101. 12 13 14 15 16 27 28 29 3A 7B 8C      d(T)=(7,3,0,1,1,0) 
        12 13 14 15 16 5A 67 68 69 7B 8C       17 1C 23 24 25 26 27 6A 78 79 8B 
        18 28 2B 34 35 36 37 38 7A 89 9C       19  2A 3B 45 47 48 49 4B 6C AB BC   
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        1A 29 3A 4A 4C 57 59 6B 8A 9A 9B   1B 2C 39 3C 46 56 58 5B 5C 7C AC  
102. 12 13 14 15 26 67 78 79 8A 9B AC       d(T)=(5,5,1,1,0,0) 
        12 13 14 15 56 67 78 79 8A 9B AC      16 17 23 24 25 26 7A 7B 8B 9A 9C 
        18 2A 3B 3C 45 47 49 4C 68 6B AB    19 1A 27 28 34 35 36 37 89 8C BC  

1B 29 2B 39 3A 46 57 58 5A 5C 69    1C 2C 38 48 4A 4B 59 5B 6A 6C 7C  
103.  12 13 14 15 26 67 78 79 8A AB BC     d(T)=(5,5,1,1,0,0) 
         12 13 14 15 56 67 78 79 8A AB BC     16 17 23 24 25 26 7A 7B 89 8C 9A 
         18 19 27 28 34 35 36 37 8B 9C AC      1A 2A 2B 39 3A 45 47 48 4B 69 6C 

1B 2C 38 3B 46 4C 57 58 59 5A 6B     1C  29 3C 49 4A 5B 5C 68 6A 7C 9B  
Наша програма побудувала також T-факторизації для 20 неізоморфних 

дерев порядку 12, які мають розподіл степенів вершин d(T)=(6,3,2,1,0,0). Ці 
T-факторизації опубліковано в тезах [10].   

Враховуючи щойно наведені результати та 20 напівсиметричних дерев, 
для яких T-факторизації побудовано в [5], ми формулюємо підсумкову 
теорему. 
Теорема 2. Існують принаймні 143 неізоморфних допустимих дерев порядку 
12, для яких існують T-факторизації. 

Висновки та перспективи. З наведених результатів випливає, що 
існування T-факторизацій порядку 12 для багатьох дерев можна встановити (і 
для багатьох вже встановлено!) побудовою, яка проводиться комп’ютерною 
програмою, створеною авторами за описаним вище алгоритмом. 
Продовжується систематичний пошук з допомогою цієї програми  нових  

T-факторизацій порядку 12.  
З іншого ж боку, не виключена можливість неіснування T-факторизацій 

для певних дерев порядку 12, не знайдених у [9]. З метою доведення 
неіснування слід не припиняти пошук нових необхідних умов існування. 
Наша програма здатна (при наявності достатньої кількості машинного часу) 
встановити неіснування T-факторизацій для певного дерева T порядку 12. 
Тому бажано модернізувати цю програму з метою збільшення швидкодії. 
Вкажемо на один із шляхів такої модернізації – створення спеціалізованих 
програм побудови (чи доведення неіснування) T-факторизацій для дерев T, 
взятих з окремих класів дерев.  

Зазначимо, що час від початку роботи до одержання програмою першої 
T-факторизації істотньо залежить від вибору вигляду початкового шаблону 
дерева T. Тому актуальна наступна задача, яка в описаних вище 
дослідженнях розв’язувалася на інтуїтивному рівні: вибрати початковий 
шаблон так, щоб мінімізувати цей час.  
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УДК 517.98 

ЗГОРТКИ З НЕПЕРЕРВНИМИ ВЕКТОРНИМИ МІРАМИ 


Доводяться  теореми  неперервності згорток  для кожної з основних топологій в 

просторі векторних мір. 
The theorems of continuity of convolutions for every of the basic topologies in a space 

of vector measures are proved.  

Відомо [ 1, 2 ] , що для скалярних мір в топологічних лінійних просторах 
операція згортки має суттєве значення при побудові теорії розподілів та 
теорії наближень. У зв'язку з подальшим розвитком функціонального аналізу 
виникає потреба в дослідженні векторних мір, в тому числі неперервних [ 3, 4 
]. Згортки з такими мірами можуть бути використані при побудові розв'язків 
задачі Коші [5,6]. Тому дослідження згорток з неперервними векторними 
мірами є актуальними як для розвитку самої теорії міри, так і до застосувань 
до теорії розподілів, диференціальних рівнянь та теорії наближень. Метою 
даної статті є одержання результатів про неперервність згорток в основних 
топологіях простору векторних мір. 

1. Згортки з векторними шрами. Під векторними мірами розуміємо 
зчисленно адитивні функції множини, які визначені на сигма-алгебрі 
борелевських підшюжин повного сепарабельного метризовного 
топологічного лінійного простору X , приймають значення в сепарабельному 
банаховому просторі Y та мають скінченну повну варіацію. 

Нехай m є векторною мірою. Тоді для кожного функціоналу f із 
спряженого до Y простору композиція f m цього функціоналу з m є 
скалярною мірою на X. Оскільки простір X є сепарабельним та метризовним, 
то з результатів роботи [ 7, с.62-63 ] випливає, шо для кожної борелевської 
множини Е функція f m ( Е – х ) аргументу х є вимірною на цьому просторі. 
Таким чином, векторна функція m ( Е – х ) аргументу х є слабко вимірною на 
X. Оскільки простір У , в якому вона приймає значення, є сепарабельним, то 
за теоремою Пеггіса [ 8, с. 187 ] ця векторна функція є також сильно 
вимірною. Оскільки для кожного х норма вектора m ( Е – х ) не перевищує 
повної напівваріації цієї векторної міри m , то ця норма є інтегровною 
відносно кожної цілком скінченної скалярної міри на X з невід'ємними 
значеннями. Тому за теоремою Бохнера [ 8, с. 190 ] векторна функція m ( Е – 
х ) є інтегровною за Бохнером відносно вказаної міри з невід’ємними 
значеннями. Це дає змогу ввести наступне означення. 

Означення 1. Згорткою векторної міри m та скалярної знакозмїнної 
міри р скінченної повної варіації називається така векторна міра m * р , 
значення якої на кожній борелевській множині Е дорівнює різниці інтегралів 
Бохнера від векторної функції m( Е – х ) аргументу х простору X відносно 
компонент розкладання Жордана знакозмінної міри р . 



 

Випуск 57                                       Серія: Математичні науки                     НАУКОВI ЗАПИСКИ 

 89 

Зауваження 1. Дане означення є узагальненням означення згортки двох 
скалярних мір на X . Згортка скалярних мір на X розглядається в роботах [1, 
с. 150 ], [ 2, с. 44], [7, с.62-63]. 

Нехай Н є лінійним підпростором простору X . Нагадаємо [4 ], що 
векторна міра називається Н-неперервною в даній топології, якщо для 
кожного напряму h з Н неcкінченно малі зсуви вздовж h приводять до 
нескінченно малої стосовно даної топології зміни векторної міри. 

Нагадаємо також, що в просторі векторних мір основними є топології 
збіжності на системі вимірних множин, збіжності за иапівварїацією та 
збіжності за варіацією [9]. 

2. Випадок топології збіжності на системі вимірних множин. 
Спочатку нагадаємо , що варіація v(m) векторної міри m має як функція 
множини властивість зчисленної адитивності [7, с.104], а тому вона є мірою, 
причому скалярною та невід'ємною. 

Нагадаємо також, що верхня грань даної сім'ї скалярних мір – це така 
міра, яка мажорує кожну з мір цієї сім'ї і яка не перевищує кожної з інших 
мажорантних мір даної сім'ї. 

Позначимо через В одиничну кулю спяженого до Y простору. 
Лема 1.Варіація v(m) векторної міри m співпадає з верхнею гранню сім'ї 

невід'ємних мір v(f m), що є варіаціями композицій даної векторної міри з 
функціоналами f, які належать множині В. 

Доведення. Із теореми Гана – Банаха випливає, що для кожної 
борелєвської підмножини Е простору X норма в просторі Y вектора m(Е) 
дорівнює sup{ f m(Е), f є В } .Оскільки f m ( Е ) не перевищує V(f m ) ( Е ), то 
звідси легко одержати, що v(m) не перевищує верхньої грані сім’ї  мір v(f m) . 
З іншого боку, кожна з таких мір V (f m) мажорується мірою V(m) , а тому 
верхня грань сім'ї цих мір не перевищує міри V(m). 

Теорема 1. Нехай В знову є одиничною кулею спряженого до Y 
простору. Тоді для Н-неперервності векторної міри m в топології збіжності 
на системі вимірних множин необхідно і досить, щоб для всіх функціоналів f 
З множини В скалярні міри f m були Н-неперервними. 

Доведення. Необхідність випливає з того факту, що композиція Н-
неперервної векторної міри та лінійного неперервного функціоналу є 
скалярною Н-неперервною мірою. Обгрунтуємо достатність. Згідно з 
пропозицією 2 роботи [10, с. 770]» варіація Н-неперервної скалярної міри теж 
Н-неперервна. Тому з леми 1 даної статті випливає, що варіація нашої 
векторної міри співпадає з верхнею гранню деякої сім'ї Н-неперервних 
невід'ємних мір. Але тоді з леми 1 роботи [11, с.105] випливає, що варіація Н-
неперервна. Згідно з теоремою 1 роботи [11, с. 105-106], цього досить для Н-
неперервності самої векторної міри в топології збіжності на системі вимірних 
множин. Теорема доведена. 

Теорема 2. Нехай векторна міра m є Н-неперервною в топології 
збіжності на системі вимірних множин. Тоді її згортка з довільною 
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скалярною знакозмінною мірою р скінченної повної варіації теж Н-
неперервна в топології збіжності на системі вимірних множин. 

Доведення. Позначимо нашу згортку через Q . Тоді для кожної 
борелевської множини Е простору X , довільної збіжної до нуля числової 
послідовності ( t n ) , кожного вектора h з підпростору Н та довільного 
функціоналу f Із спряженого до Y простору величина f Q ( Е +tn h ) дорівнює 
інтегралу від функції ( fm)( E + tn h - х ) аргументу х простору X відносно 
міри р . 

Послідовність підінтегральних функцій е рівномірно обмеженою (вона 
обмежується повною варіаціїю міри f m ) і збігається иа просторі X до 
функції f m ( Е – х ) аргументу х . Тому можна застосувати теорему Лебега 
про граничний перехід під знаком інтеграла, звідки випливає Н-
неперервність скалярної міри f Q . Для завершення доведення залишається 
застосувати теорему 1. 

З.Випадок топології збіжності за напівваріацією. Спочатку нагадаємо, 
що через mth позначається зсунута векторна міра, значення якої на довільній 
борелевській множині Е дорівнює m ( Е +t h ) . 

Теорема 3. Згортка Н-неперервної за напівваріацією векторної міри m 
та довільної скалярної міри р скінченної повної варіації теж Н-неперервна за 
напівваріацією. 

Доведення. Знову позначимо нашу згортку через Q. Тоді для довільного 
вектора h з підпростору Н, кожного дійсного числа t та довільних 
неперерізних борелевських множин А та Е величина      [( Q th - Q) ( А) - (Q th 
– Q)(E)] дорівнює інтегралу відносно р від функції [(m th -m)( А – х ) – ( m th 
-m)(E-x)] аргументу х простору X. 

Підінтегральна функція мажорується повною напівваріацією векторної 
міри ( m th - m ).3відси випливає, що норма інтеграла не перевищує добутку 
повної напівваріації векторної міри ( mth  - m ) на константу, яка дорівнює 
повній варіації міри р . Але тоді норма величини [(Q th - Q ) ( А ) – (Q th -Q) 
(E)] теж не перевищує згаданого добутку. Оскільки неперервні борелевські 
множини А та Е можна змінювати, то з урахуванням пропозиції 1 роботи [ 
12, с. З ІО ] одержуємо, що і повна напівваріація векторної міри ( Q th - Q ) не 
перевищує згаданого добутку. Звідси і випливає твердження теореми. 

4. Випадок топології збіжності за варіацією.  
Теорема 4. Згортка Н-неперервної за варіацією векторної міри m та 

довільної скалярної міри р скінченної повної варіації теж Н-неперервна за 
варіацією. 

Доведення. Знову позначимо нашу згортку через Q. Тоді для довільного 
вектора h з підпростору Н, кожного дійсного числа t та довільної 
борелевської множини Е величина (Q th -Q) (E) дорівнює інтегралу відносно 
міри р від функції (mth -m ) ( Е - х ) аргументу х простору X. 

Тому для довільної системи із скінченного числа неперерізних 
борелевських множин Еn сума норм величин (Qth -Q)(En ) не перевищує 
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інтеграла відносно варіації v ( р ) скалярної міри р від суми норм величин ( 
mth - m)(En-x), а ця остання не перевищує повної варіації векторної міри (mth 
- m ) . Тому після переходу в лівій частині нерівності до верхньої грані по 
множині всіх систем із скінченної кількості непереоізних бооелевських 
множин Е п одержуємо, що повна  варіація векторної міри ( Qth - Q ) не 
перевищує добутку повної варіації векторної міри ( mth - m ) на константу, 
яка дорівнює повній варіації скалярної міри р .Звідси і випливає твердження 
теореми 4. 
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УДК 519.17 

АЛГЕБРИ ГРАФА І ВІДОБРАЖЕННЯ B(Q) 


У цій роботі розглядається зв’язок подвійних суміжнісних алгебр довільного 

графа та його гомеоморфного образу. Отримані результати узагальнюються на 
випадок симетрично орієнтованих симетрично 1-мічених графів без кратних дуг з 
петлею в кожній вершині. 

In this work is considered the connection of double adjacency algebras of any graph and 
its homeomorphic image. Received results are generalized for symmetrically oriented 
symmetrically 1-marked graphs without multiple arcs and with one loop in each vertex. 

Вступ. Проблема ізоморфізму графів тісно пов’язана з теорією груп під-
становок, для яких існують комутаторні алгебри, описані у Вейля [1]. Одним 
з напрямків дослідження цієї проблеми є застосування лінійної асоціативної 
алгебри, яка дає систему інваріантів графа, настільки сильну, що перші знай-
дені графи, для яких застосування цієї алгебри не розв’язало проблеми ізо-
морфізму, мали порядок 26 [2]. Алгебри графів дозволяють розв’язувати в 
комплексі проблеми ізоморфізму, побудови групи автоморфізмів, повної си-
стеми інваріантів графа та знаходження всіх графів даного порядку, для яких 
дана група підстановок є групою автоморфізмів [3-5]. Необхідність ідентифі-
кації графів виникає і в теорії і безпосередньо з практичних проблем, зокрема 
в процесі автоматизації інформаційної служби в хімії. Вейсфейлер і Леман в 
1968 р.[6] спробували розв’язати поставлену перед ними хіміками проблему 
пошуку алгоритму канонізації графа саме за допомогою алгебри графа. 

Ще в 1959 р. Бос і Меснер [7] описали множину матриць, яка тепер нази-
вається  стандартним базисом матричної алгебри, і побудували ряд конструк-
цій, які дають можливість для практичних застосувань. Ідейно це започатко-
вано ще в 1939 р. У вивчення подібних об’єктів великий внесок зробив 
Хігмен у своїх працях про когерентні конфігурації [8-9]. У Біггса [10] 
описано суміжнісну алгебру графа. За аналогією описана в [6] алгебра графа 
нижче називається подвійною суміжнісною. За її допомогою проблему 
ізоморфізму та пов’язані з нею проблеми розв’язано для класу 
квазізовніплощинних графів (KVP-графів) [11,3-5], а потім і для класів 
деяких їх φ-образів [12-13]. 

Ці класи графів замкнені відносно гомеоморфізмів [14]. Дана стаття при-
свячена питанням зв’язку між алгебрами графа G і його гомеоморфного 
образу і між відповідними алгебрами графа Gй , тінню якого є граф G, і 
утвореного з нього графа меншого порядку. Викладені в цій статті 
результати потрібні, щоб обгрунтувати розв’язання проблеми ізоморфізму 
для класів деяких φ-образів квазізовніплощинних графів за допомогою 
алгебр. Ці результати доповідались на П’ятій Міжнародній Науковій 
Конференції імені академіка М.Кравчука [15]. 
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1. Означення [16]. Подвійною лінійною асоціативною алгеброю над по-лем Р 
називається система   PaA a  /,,,,  , за умови, що системи 

  PaA a  /,,,   і   PaA a  /,,,   є лінійними асоціативними алгебрами 
над полем Р. 

Нехай Mn – множина всіх квадратних матриць порядку n над полем Q,  -
поелементне множення матриць. 
Твердження 1 [16]. Система   QqM qn  /,,,  , q(M)=qM, qQ, є по-
двійною лінійною асоціативною алгеброю над полем Q. 

Позначимо через Å будь-яку підалгебру алгебри   QqM qn  /,,,  , а 
через Ä - будь-яку підалгебру алгебри   QqM qn  /,,,  . 
Означення. Стандартним базисом [16] алгебри  Å називається множина 
 rE

1  її ненульових матриць, для якої виконується умова 

   .
,0

,,
,, 


















  


 



E
EEN r                          (1) 

Різні стандартні базиси однієї алгебри можуть відрізнятися не більш ніж 
упорядкуванням (нумерацією) їх елементів. Нижче скрізь розглядається той 
стандартний базис, нумерація елементів якого зручна для даного доведення. 
Це не обмежує загальності висновків. 
Означення [16]. Зростаючою послідовністю алгебр Å, породженою 
множиною  s

llM 1  , називається послідовність 
А1, А2,...,Аt,...,                              (2) 

де        
trtt

s
tt

s
ll NEEEAAMAA    ,:,' ,,1,111



, (3)  s
tE

1,   - 
стандартний базис алгебри  Аt, t=1,2,… . 
Означення [16]. Зростаючою послідовністю різних алгебр  Å, породженою 
множиною  s

llM 1  , називається максимальна по включенню підпослідовність 
послідовності (2), всі елементи якої різні. 
Теорема 1  [16]. Зростаюча послідовність різних алгебр Å, породжена 
множиною  s

llM 1 , закінчується алгеброю Ä( s
llM 1 ). 

2. Нижче мова йде про неорієнтовані графи  G  без кратних ребер і про 
орієнтовані графи Gй без кратних дуг. 
Означення [16]. 1-міченим графом називається пара (Gй,fй), fй: Gй

1→N,  
Gй

0= n
iia 1  , - множина вершин, Gй

1 – множина дуг графа Gй, fй(Gй
1)= b

1  - 
множина міток дуг графа Gй. 
Означення [16]. Орієнтований граф Gй називається симетрично 
орієнтованим, якщо (ai,aj  Gй

0)((aiaj) Gй
1 ((ajai) Gй

1). 
Означення [16]. Симетрично орієнтований 1-мічений граф називається 
симетрично 1-міченим, якщо (ai,aj,ak,al Gй

0)((fй((aiaj))= fй((akal))  
fй((ajai))= fй((alak)))(kl  fй((aiai))  fй((alak)))).  

Число  = fй((aiaj)) називається міткою дуги (aiaj). 
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Нижче скрізь під  Gй розуміємо симетрично орієнтований симетрично 1-
мічений граф. 
Означення [16]. Тінню графа  Gй називається простий граф G з тими ж 
множиною вершин і суміжністю, що і в графі Gй. 

Степінь вершини ai в графі G позначається через (ai, G).  Граф Gй 
задається набором  b

uA
1,  
 -матриць, що відповідають міткам його дуг і в 

сумі  дають матрицю А=А(G)=(aij) суміжності вершин графа G. 
Означення [16]. Ізоморфізмом одного графа Gй  на другий називається 
такий ізоморфізм  тіні G графа  Gй на тінь відповідного графа, який зберігає 
мітки дуг графа Gй. 

Проблеми ізоморфізму і симетрії довільних скінченних графів з 
кратними чи зваженими ребрами зводяться до тих же проблем для графів Gй. 
Означення. Головним орбіталом графа Gй називається орбітал, тобто 
система транзитивності групи автоморфізмів графа Gй на множині пар 
суміжних вершин графа Gй. 
Означення. Подвійною суміжнісною алгеброю графа Gй називається 
алгебра Ä     nn

b
u JEA ,

1, 
 

, де En, Jn – одиничні  елементи повної матричної 
алгебри матриць порядку n відносно операцій звичайного і поелементного 
множення відповідно. 

Скрізь нижче під алгеброю графа розуміємо його подвійну суміжнісну 
алгебру. 
Означення. Будемо говорити, що алгебра графа Gй розділяє пари (at ,as), (ak 
,al) (дуги (atas), (akal) Gй

1), якщо в стандартному базисі алгебри графа Gй 
існує матриця  E=(e,ij), в якій  e,ts=1, e,kl=0; не розділяє дуги (atas), (akal), 
якщо існує така матриця  E=(e,ij), в якій  e,ts= e,kl=1. 
Означення. Будемо говорити, що алгебра графа Gй визначає орбітал О  
графа Gй, якщо вона не розділяє пари (at ,as), (ak ,al) ( дуги  (atas), (akal) Gй

1), 
якщо (atas), (akal)О, і розділяє пари (at,as), (ak,al), якщо (atas)О,  (akal)О. 

3. Розглянемо довільний зв’язний граф  Gй , тінь G якого має хоча б одну 
вершину, степінь якої більший 2. Позначимо через  cj  його підграфи,  
визначені наступними умовами. Тінь кожного підграфа сj  складається з 
вершин і ребер простого ланцюга  або  простого цикла графа G, всі вершини 
якого, крім кінцевих, мають степінь 2 в G, а степені кінцевих – 1 або більші 
2. Нехай  сj, j=1(1)k, - всі підграфи графа Gй, визначені цими умовами. 

Позначимо через S1 множину дуг усіх підграфів cj, j=1(1)k, включаючи 
петлі в їх вершинах, a через S2 – множину всіх інших дуг графа Gй.  

В [6] доведено факт, сформульований тут у вигляді наступного 
твердження. 
Твердження 2. Існує така нумерація вершин графа Gй, при якій діагональні 
матриці Е стандартного базису його алгебри визначають розбиття 
квадратної матриці порядку n  на блоки: для кожного діагонального блока 
існує діагональна матриця  E , в якій вся головна діагональ цього блока 
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заповнена одиницями, а всі інші елементи в E - нулі. Ненульові елементи 
будь-якої недіагональної матриці з того ж стандартного базису алгебри 
графа  Gй всі знаходяться в одному з блоків цього розбиття. 

Нижче будемо розглядати ту нумерацію вершин  графа  Gй , яка описана 
в твердженні 2.  
Лема 1. Алгебра графа  Gй розділяє будь-які дві петлі (asas)S1 , i (arar)S2.  

Доведення. Нехай (alal) S1, (al,G)2. Оскільки (ar,G)2,  то вже 
алгебра графа  G  розділяє ребра, інцидентні вершинам ar ,al , бо ці вершини  
мають різні степені в графі  G . Це доведено в [6]. Алгебра графа G є 
підалгеброю алгебри графа Gй. Елементи стандартного базису  алгебри графа 
G є сумами елементів Е стандартного базису алгебри графа  Gй. Тому і 
алгебра графа  Gй розділяє петлі (arar), (alal). 

Нехай тепер (alal), (asas)S1 , (al,G)2, (as ,G)2, (arar)S2. Розглянемо 
будь-яку дугу  (aram) графа  Gй і дугу (asal). Нехай Еµ =(eµ,ij) – будь-яка 
матриця стандартного базису алгебри графа Gй . Нехай  Е1 - матриця, в якій  
e1,sl=1. Тоді з твердження 2 випливає, що e1,rm=0, бо (al,G)2,  (am ,G)2. 
Значить, алгебра графа  Gй розділяє дуги (asal) і (aram). Якщо степені вершин  
as i ar  в графі G різні, то алгебра графа  Gй розділяє петлі (asas), (arar). Якщо ж 
(as ,G)=(ar,G), то розглянемо матрицю D=(dij), яка є сумою таких матриць  
Еµ , що для кожної дуги (arat) графа Gй в цю суму входить матриця  Еµ , в якій  
eµ,rt=1, і навпаки, для кожного drp=1 (arap) – дуга графа Gй , інцидентна 
вершині ar . Матриця Е1 не входить в цю суму, бо e1,rm=0. Тому в s-тому 
рядку матриці D менше одиниць, ніж в r-тому. Дійсно, кількість одиниць в її  
r-тому рядку рівна (ar,G), що дорівнює (as ,G). Але в s-тий рядок матриці D 
не входить 1, яка позначає дугу (asal), бо e1,sl=1. Матриця DT , отримана з 
матриці D транспонуванням, також належить до алгебри графа  Gй . В 
матриці D· DT кожен елемент головної діагоналі дорівнює сумі елементів 
рядка матриці D з тим же номером. Тому s-тий  і  r-тий елементи її головної 
діагоналі різні. Матриця  D· DT належить до алгебри графа Gй , тому є 
лінійною комбінацією елементів  Еµ . А тому знайдеться діагональна матриця 
Еµ , в якій  eµ,ss=1, eµ,rr=0. Таким чином алгебра графа Gй розділяє петлі (asas) 
та (arar).  
Лема  2. Алгебра графа Gй розділяє будь-які дві дуги  (alat)S1, (aram)S2 . 

Доведення. Щодо дуг  (aram), (alas)S1 ,  (as ,G)2, доведення леми 2 є 
частиною доведення леми 1. А якщо (al, G)≤ 2, (at ,G)≤ 2, то алгебра графа 
Gй розділяє петлі (alal) і (arar), а також  (asas) і (amam), бо (ar, G)2, (am, 
G)2. З твердження 2 випливає, що тоді алгебра графа Gй розділяє і дуги (alat) 
та (aram).  
Означення. Через b(1)(G)  позначимо граф, отриманий з G видаленням зірки 
(ai), (ai ,G)=1,  через b(2)(G) – граф, отриманий з  G видаленням зірки (aj), ( 
aj , G)=2, (ajak), (ajal)(aj), якщо (akal)G1, і заміною зірки (aj) ребром (akal), 
якщо (akal)G1. 
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Означення. Через b(q)(Gй), q=1,2, позначимо граф, тінь якого співпадає з 
b(q)(G). 

Позначимо через Gй,а граф, отриманий з Gй приписуванням всім його 
дугам нових міток. Однакові мітки отримують ті й лише ті дуги, які не 
розділяє алгебра графа Gй .  

За допомогою перетворень b(1),  b(2)  видалимо з графа Gй всі дуги, що  
належать до S1 , та всі ізольовані вершини, які при цьому утворяться. Потім 
знову приєднаємо до утвореного графа (b(q))s(Gй) всі щойно видалені вершини 
і петлі при них (тільки для спрощення подальших доведень) а також нові 
дуги  (alad)  для тих  al , ad cj

0,  l≠d,  що (al ,G)2, (ad ,G)2, (alad)Gй
1. 

Якщо пара (at ,as),  (at ,G)2, (as ,G)2, at , asc1
0, належить до множини 

вершин не лише графа c1 , а графів c1,c2,…,cr, то позначимо через Gй,t,s  
об‘єднання всіх таких підграфів   c1,c2,…,cr (рівність t=s допускається), з 
мітками, які їх дуги мають у графі Gй,а . Припишемо всім  дугам (atas)cj

0, 
(at ,G)2, (as ,G)2, j=1(1)k, що належать до новоутвореного графа,  нові 
мітки, яких не має жодна інша дуга графа  Gй . Двом дугам, які належали і до 
графа  Gй,  приписуємо однакові мітки тоді й лише тоді, коли алгебра графа 
Gй їх не розділяє, а двом приєднаним дугам (alad), (at ,as) – коли алгебра графа 
Gй не розділяє пари вершин (al ,ad), (at ,as) і коли відповідні їм підграфи Gй,l,d , 
Gй,t,s ізоморфні, причому існує такий ізоморфізм :Gй,l,d Gй,t,s, що (al)=at , 
(ad)=as . Побудувати ізоморфізм підграфа Gй,l,d на підграф Gй,t,s  легко, бо ці 
графи квазізовніплощинні, а для квазізовніплощинних графів існує 
ефективний алгоритм встановлення їх ізоморфності чи неізоморфності [5]. 
Приписування нових міток визначає відношення еквівалентності  на 
множині всіх  дуг (atas), (at , G)2, (as , G)2, at ,ascj

0, j=1(1)k. Дуги з 
однаковими мітками еквівалентні, з різними – ні. Утворений таким чином 
граф позначимо через Ga . 

Зауваження 1. Графи Gй і Gй,а мають однакові групи автоморфізмів, 
оскільки подвійна суміжнісна алгебра довільного графа не розділяє подібні 
пари його вершин. Аналогічно, і введення нових міток дуг графа Gй і 
приєднаних дуг, яке визначає відношення , не порушує симетрії графа Gй . 

 Нижче еквівалентними називаються ті й лише ті дуги графа Ga , які 
знаходяться у відношенні .  

Теорема. Алгебра графа Gй визначає головні орбітали графа Gй тоді й 
лише тоді, коли алгебра графа Ga  визначає головні орбітали графа  Ga і є 
підалгеброю алгебри графа Gй . 

Доведення. Необхідність. Нехай алгебра графа  Gй визначає його головні 
орбітали. Тоді, якщо вона не розділяє пари (al ,ad), (at ,as), для яких  (alal), 
(adad), (atat), (asas)S1 , (al ,G)2,  (ad , G)2,  (at , G)2,  (as , G)2, то 
петлі (alal), (atat) при l=d, t=s а також, при (alad), (atas)Gй

1 ,дуги (alad), (atas) 
еквівалентні. 
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Нехай тепер (alad), (atas)  - такі еквівалентні дуги графа Ga,еквівалентних  
дуг відповідні пари вершин не можуть належати до од-ного орбіталу, бо такі 
дуги мають різні мітки в графі  Ga ). Тоді алгебра графа  Ga  не розділяє ці 
дуги, як і подвійна суміжнісна алгебра будь-якого графа.  

Нехай тепер (al ,ad)О, (ap ,aq)O, але дуги  (alad), (apaq) еквівалентні в 
графі  Ga . Припустимо, що алгебра графа Ga не розділяє (alad) і (apaq), (apaq) 
Ga

1. Якщо (alad), (apaq)Gй
1, то (al ,ad), (ap ,aq) належать до головних орбіталів 

графа Gй. Якщо припустити, що всі вони належать до одного орбіталу графа 
Gй , то автоморфізм  графа Gй , який відображає (al ,ad) на (ap ,aq), індукує 
автоморфізм а графа  Ga , бо в лемі 2 доведено, що алгебра графа Gй розділяє 
будь-які дві петлі, одна з яких належить до S1, а друга – до S2 . Отже, 
множина вершин зв’язної частини графа Ga складає деяку множину повних 
орбіт групи автоморфізмів графа Gй. Але автоморфізм а відображає  (al ,ad) 
на (ap ,aq) , отже, ці пари належать до одного орбіталу графа  Ga  всупереч 
умові. Якщо (alad)Gй

1 ,  (apaq)Gй
1 , то (alad) і (apaq) в графі Ga 

нееквівалентні, адже алгебра графа  Gй розділяє будь-яку пару дуг (alad)Gй
1 , 

(apaq)Gй
1. Це також суперечить умові.  

Нехай тепер (alad)Gй
1 , (apaq)Gй

1 . За означенням відношення  з того, 
що (alad) і (apaq) еквівалентні, випливає, що відповідні їм графи Gй,l,d та Gй,p,q 
ізоморфні. Звідси випливає, що для кожної дуги графа Gй,l,d знайдеться така 
дуга графа Gй,p,q , що алгебра графа Gй не розділяє ці дуги. Але алгебра графа 
Gй визначає головні орбітали графа Gй , тому існує автоморфізм графа Gй , 
який відображає кінці однієї з цих дуг на кінці другої. Але кожен такий 
автоморфізм відображає весь підграф  Gй,l,d на Gй,p,q і пару (al ,ad) на (ap ,aq). 
Це відомо з загальної теорії ізоморфізму графів. Тому і в цьому випадку 
залишаються справедливими міркування, проведені вище для (alad), 
(apaq)Gй

1 , і висновок, що (alad) і (apaq)  належать до одного орбіталу  графа  
Ga  всупереч умові. Отже, алгебра графа  Ga  визначає його головні орбітали. 

Достатність. Нехай алгебра графа Ga визначає головні орбітали графа Ga, 
(alad) і (apaq) – дві дуги графа Gй , які є і в графі Ga , тільки, можливо, з 
іншими мітками. Якщо пари (al ,ad) та (ap ,aq)  належать до одного орбіталу 
графа Gй , то алгебра графа Gй їх не розділяє, як і подвійна суміжнісна 
алгебра будь-якого графа. Нехай тепер  пари (at ,as) та (ar ,am)  належать до 
різних орбіталів графа Gй . Якщо припустити, що алгебра графа Gй їх не 
розділяє, то їх не розділяє і алгебра графа Ga , бо за умовою алгебра графа Ga 
є підалгеброю алгебри графа Gй . Але тоді вони належать до одного орбіталу 
О графа Ga , бо за умовою алгебра графа Ga визначає головні орбітали графа 
Ga . Нехай а – такий автоморфізм зв’язної частини графа Ga , що а(at)=ar , 
а(as)=aq . Нехай тепер  (al ,ad) та (ap ,aq) – такі пари вершин графа Ga , що al , 
adc1

0, (al ,G)2,  (ad ,G)2, ap ,aqc2
0, (ap ,G)2,  (aq ,G)2, а(al)=ap , 

а(ad)=aq . (За означенням відношення  такі пари вершин будь-який 
автоморфізм зв’язної частини графа Ga може відображати лише одну на 
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другу, а не на іншу пару вершин графа Ga). Тоді за означенням відношення  
відповідні цим парам вершин графи Gй,l,d та Gй,p,q ізоморфні, причому існує 
такий ізоморфізм  : Gй,l,d Gй,p,q , що  (al)=ap,(ad)=aq . Але тоді 
автоморфізм а можна продовжити ізоморфізмом . Продовживши 
аналогічним чином даний автоморфізм а  зв’язної частини графа Ga  
ізоморфізмами  всіх графів  Gй,l,d на відповідні їм графи Gй,p,q , ми 
отримаємо автоморфізм графа  Gй , який відображає (at ,as) на (ar ,am) . Але це 
суперечить умові, що пари (at ,as) та (ar ,am)  належать до різних орбіталів 
графа Gй . Тому припущення, що алгебра графа Gй не розділяє ці пари, 
приводить до суперечності. Алгебра графа Gй їх розділяє. Отже, алгебра 
графа Gй визначає головні орбітали графа Gй . 

Зауваження 2. Теорема має місце і тоді, коли замінити граф Gй простим 
графом G, бо простий граф можна розглядати, як симетрично орієнтований 
граф, всі дуги якого мають однакові мітки. 
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УДК 512.552.1 

НЕТЕРОВІ БІРЯДНІ КІЛЬЦЯ З СИЛЬНОЗВ’ЯЗНИМ 
САГАЙДАКОМ. 


Описано нетерові біряді кільця з чотирьохточковим сильнозв’язним сагайдаком.  

The noetherian biserial rings with four-dotted closely connected quiver are dexribed in 
the article. 

 
В статті розглядаються асоціативні кільця з 1 0. 
Бірядні кільця є важливим узагальненням добре відомих 

напівланцюгових кілець. Напівланцюгові кільця є напівдосконалими 
кільцями, над якими всі нерозкладні праві й ліві проективні модулі мають 
лінійну структуру підмодулів. Ці кільця характеризуються тим, що над ними 
всі скінченно зображувані модулі напівланцюгові. Цей клас кілець має 
безпосереднє використання в деяких питаннях лінійної алгебри і теорії 
абелевих груп. 

Артинові бірядні кільця ввів Фуллер [1] в зв’язку з вивченням кілець 
дистрибутивного модульного типу. В роботі [2] поняття бірядного кільця 
перенесено на напівдосконалі кільця. 

Нагадаємо, що кільце А називається напівдосконалим, якщо 
факторкільце А/R артинове і ідемпотенти можна піднімати за модулем 
радикала Джекобсона R [3].  

Ідемпотенти можна піднімати за модулем R, якщо для будь-якого 
елемента  u  A, для якого  u2 – u  R  існує елемент  е2 = е  А  такий, що е - 
и  R (тобто існує ідемпотент в кільці А конгруентний з и за модулем R). 

Теорема 1 [4]. Кільце А напівдосконале тоді і тільки тоді, коли 1 А 
розкладається в суму попарно ортогональних локальних ідемпотентів. 

Нехай 1=e1+…+en – розклад одиниці кільця А в суму попарно 
ортогональних локальних ідемпотентів і a=1a1=(e1+…+en)a(e1+…+en)=   

=


n

ji
jiaee

1,

.  Неважко перевірити, що це розклад кільця А в пряму суму 

абелевих груп eiAej (i,j=1,…,n). Елементи із eiAej ми будемо позначати через 
aij. Будь-який елемент aA зручно записувати у вигляді матриці (aij). Кільце 
А зображується таким чином у вигляді кільця матриць з елементами із 
Aij=eiAej з звичайними операціями додавання і множення. Таке представлення 
називається двостороннім пірсовським розкладом кільця А [5,с.31]. 

Модуль М називається бірядним, якщо він дистрибутивний і містить 
ланцюгові підмодулі К1 і К2 (можливо й рівні нулеві) такі, що К1 + К2 = М, 
або найбільший власний підмодуль в М, а К1  К2 – нуль, або простий 
модуль [2]. 
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Напівдосконале кільце А називається бірядним кільцем, якщо кожний 
правий і кожний лівий головний А модуль бірядний [2]. 

Теорема 2 [2]. Нехай е – довільний ідемпотент бірядного кільця А. Тоді 
еАе являється бірядним кільцем. 

Напівдосконале кільце А з радикалом Джекобсона R називається 
зведеним, якщо A/R є прямим добутком тіл [6]. 

За теоремою Моріти [7] категорія модулів над довільним 
напівдосконалим кільцем натурально-еквівалентна категорії модулів над 
зведеним кільцем. Тому при вивченні напівдосконалих кілець можна 
обмежитись зведеними кільцями. 

Означення. Нехай  А – нетерове справа напівдосконале кільце з 
радикалом Джекобсона R. P1,...,PS – всі попарно неізоморфні проективні 
нерозкладні А-модулі.  Позначимо P(PiR) – проективне накриття модуля  
PiR.   Тоді  

tPRPP ij
j

s

j
i 




1

)(      (i,j = 1, …, s ). 

Поставимо у відповідність модулям Р1,...,Рs  точки 1,...,s і сполучимо 
точку і з точкою j tij – стрілками. Отриманий граф називається сагайдаком 
нетерова справа напівдосконалого кільця А [6]. Позначимо його К(А). 

Теорема 3 [8]. Нехай А – нетерове бірядне кільце. Тоді із кожної точки 
сагайдака кільця А виходить не більше двох стрілок, в кожну точку 
сагайдака кільця А входить не більше двох стрілок, причому із однієї точки в 
другу (можливо й співпадаючу з першою) іде не більше однієї стрілки. 
Навпаки, якщо є скінченний граф, який задовольняє ці умови, то існує бірядне 
кільце, сагайдаком якого являється цей граф. 

Лема 1 [8]. Якщо із точки сагайдака нетерового бірядного кільця 
виходить одна стрілка, то головний модуль, що відповідає цій точці – 
ланцюговий. 

Розглянемо нетерові бірядні кільця, сагайдаки яких складаються з 4-х 
точок. 

Тоді розклад одиниці кільця А у суму попарно ортогональних локальних 
ідемпотентів матиме вигляд: 1 = e1 + е2 + е3+ e4 . Позначимо Pi = eiA, Qi = Aei, 
Ui = Pi/PiR, Vi = Qi/RQi, Aij = eiAej, Ri – радикал Джекобсона кільця Аiі, i, j = 
1,...,4.    

За теоремою 2, і теоремами 10.5 [9]  та  6.1 [10]  Аii= i  – дискретно 
нормовані кільця, або однорядні кільця Кете, Аij – циклічний лівий Аіі і 
циклічний правий Аjj – модуль.     

Лема 2 [6]. Мають місце рівності Uiej = 0, ejVi = 0 при i  j i Uiei = Ui,    
eiVi = Vi (i,j = 1,...,n). 

Лема 3 [6]. Простий модуль Uk (Vk) входить в прямий розклад модуля 
eiR/eiR2 (Rei/R2ei) тоді і тільки тоді, коли eiR2ek (ekR2ei) строго міститься в 
eiRek (ekRei).   
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Твердження 1 [8]. Для нетерових кілець єдиний правий максимальний Аjj 
– підмодуль в Аij співпадає з єдиним лівим максимальним Аii – підмодулем в 
Аij.  

Нагадаємо, що сагайдак називається незв’язним, якщо множину його 
точок можна розбити на дві множини, які не перетинаються і між якими 
немає стрілок. 

У противному випадку сагайдак називається зв’язним. 
Орієнтований граф називається сильнозв’язним, якщо із будь-якої його 

точки в іншу є шлях. 
Якщо в сагайдаку відкинути петлі, то він називається базовим. 
В роботі  [11] описані нетерові бірядні кільця з чотирьохточковим 

ациклічним базовим сагайдаком.  
Ми вкажемо будову всіх нетерових бірядних кілець, з сильнозв’язним 

чотирьохточковим сагайдаком. 
Враховуючи теорему 3 отримаємо 54 сильнозв’язних сагайдаки, 

побудовані на 4-х вершинах, а отже і 54 кільця, двосторонній пірсовський 
розклад яких має вигляд:  

А= 




















4434241

3433231

2423221

1413121








ААА
ААА
AАА

AАA

.,  з умовами, накладеними на їх компоненти. 

Для скорочення записів згрупуємо кільця, які мають однаковий базовий 
сагайдак. Отримаємо кільця А, з відповідними умовами:  

 
1) – 6)   
 

1).А13 = А12А23,   2) А14 = А12А23А34,   3) A21 = А23А34A41,   4) A24 = А23А34, 
5) A31 = А34А41,   6) A32 = А34А41A12,   7) A42 = A41А12,   8) A43 = A41А12A23, 
9) якщо в т. 1 немає петлі, то R1 = A12А23A34A41,   10) якщо в т. 2 немає 
петлі, то R2 = A23А34A41A12,   11) якщо в т. 3 немає петлі, то  
R3 = A34А41A12A23,   12) якщо в т. 4 немає петлі, то R4 = A41А12A23A34. 

 
7) – 10)   
 

1).А13 = А12А23,   2) А14 = А12А23А34,   3) A21 = А23А34A41,   4) A24 = А23А34, 
5) A31 = А34А41,   6) A32 = А34А41A12,   7) A42 = A41А12,   8) R3 = А34А43, 
9) якщо в т. 1 немає петлі, то R1 = A12А23A34A41,   10) якщо в т. 2 немає 
петлі, то R2 = A23А34A41A12,   11) R4 = А43А34,   12) A24 = 0 або R4 = 0,    
13) A13 = 0 або R3 = 0. 
 

11) – 14)  
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1).А13 = А12А23,   2) А14 = А12А23А34,   3) A21 = А23А34A41,   4) A24 = А23А34, 
5) A31 = А34А41,   6) А32 = А34А42,   7) А43 = А42А23,   8) R2 = А23А34А42,  
9) якщо в т. 1 немає петлі, то R1 = A12А23A34A41,   10) якщо в т. 3 немає 
петлі, то R3 = A34А42A23,   11) R4 = А42А23А34,   12) A13 = 0 абоA43 = 0,   
13) A31 = 0 або A32 = 0. 
 

15) – 17)   
 

1) А13 = А12А23,   2) А14 = А12А23А34,   3) А21 = А23А31,   4) A24 = А23А34, 
5) А32 = А31А12 або А32 = А34А42,   6) R1 = А12А23А31,   7) А43 = А42А23, 
8) A41 = A42А23А31,   9) якщо в т. 4 немає петлі, то R4 = А42А23А34, 
10) R2 = А23А31А12,   11) R3 = А31А12А23,   12) А21 = 0 або А24 = 0, 
13) А13 = 0 або А43 = 0. 

 
18)     
 

1) А13 = А12А23,   2) А14 = А12А23А34,   3) А21 = А23А31,   4) A24 = А23А34, 
5) А32 = А31А12 або А32 = А34А42,   6) R1 = А12А23А31,   7) А43 = А42А23, 
8) R4 = А42А23A34,   9) A34А41 = A41A12 = 0,   10) R2 = А23А31А12,    
11) R3 = А31А12А23,   12) А21 = 0 або А24 = 0,   13) А13 = 0 або А43 = 0. 

 
19) – 26)   
 

1).А13 = А12А23,   2) А14 = А12А23А34,   3) А21 = А23А31,   4) A24 = А23А34, 
5) А32 = А31А12,   6) А41 = А43А31,   7) А42 = А43А31А12,   8) якщо в т. 1 
немає петлі, то R1 = A12А23A31,   9) якщо в т. 2 немає петлі, то R2 = 
A23А31A12, 
10) R3 = A34А43,   11) якщо в т. 4 немає петлі, то R4 = A43A34,   
 12) А41 = 0 або А21 = 0,   13) А24 = 0 або R4 = 0,   14) R4 = 0 або А41 = 0,    
15) А24 = 0 або  А21 = 0. 
 

27) – 28)           
 

1).А13 = А12А23,   2) А14 = А12А23А34,   3) А21 = А23А31,   4) A24 = А23А34, 
5) А32 = А31А12,   6) А42 = А41А12,   7) R1 = А12А23А31,   8) A34А41 = A43A31 = 
0, 9) якщо в т. 2 немає петлі, то R2 = A23А31A12,   10) R3 = A34А43,    
11) якщо в т. 4 немає петлі, то R4 = A43A34,   12) А41 = 0 або А21 = 0,    
13) А24 = 0 або R4 = 0,   14) А32 = 0 абоА42 = 0. 
 

29) – 30)   
 
1) А13 = А12А23 або А13 = А14А43,   2) А31А14 = 0,   3) А21 = А23А31,   
4) A24 = А23А34,   5) А32 = А31А12,   6) А41 = А43А31,   7) А42 = А43А31А12,   
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8) якщо в т. 1 немає петлі, то R1 = A12А23A31,   9) якщо в т. 2 немає петлі, 
то  
R2 = A23А31A12,   10) R3 = A34А43,   11) якщо в т. 4 немає петлі, то R4 = 
A43A34,   12) А41 = 0 або А21 = 0,   13) А24 = 0 або R4 = 0,   14) R4 = 0 або 
А41 = 0,   15) А24 = 0 або А21 = 0.   16) А14А43 = 0 або R3 = 0. 
 

31) – 33)   
 
1) А13 = А12А23 або А13 = А14А43,   2) А34 = А31А14,   3) А21 = А23А31,    
4) A24 = А23А34,   5) А32 = А31А12,   6) А41 = А43А31,   7) А42 = А43А31А12,  
8) якщо в т. 1 немає петлі, то R1 = A12А23A31,   9) якщо в т. 2 немає петлі, 
то  
R2 = A23А31A12,   10) R3 = A34А43,   11) якщо в т. 4 немає петлі, то R4 = 
A43A34,   12) А41 = 0 або А21 = 0,   13) А32 = 0 або А34 = 0. 
 

34) – 35)   
 

1).А13 = А12А23,   2) А24 = А23А34 або А24 = А21А14,   3) A32 = А34А42, 
4) А31 = А34А42А21,   5) А41 = А42А21,    6) А43 = А42А23,    7) R1 = А12А21, 
8) R2 = А21А12,   9) якщо в т. 3 немає петлі, то R3 = А34А42А23,  
10) R4 = А42А23А34,   11) А13 = 0 або А43 = 0,   12) А14А42 = 0,   13) R2 = 0 
або 
А21А14 = 0,   14) R1 = 0 або А13 = 0,   15) R1 = 0 або А41 = 0,   16) А43 = 0 
або  
А41 = 0. 
 

36) – 37)    
 

1).А13 = А12А23,   2) А14 = А12А23 А34,   3) A32 = А34А42,   4) А24 = А23А34,  
5) А31 = А34А41,    6) А43 = А42А23,    7) R1 = А12А21,   8) R2 = А21А12,    
9) якщо в т. 3 немає петлі, то R3 = А34А42А23,   10) R4 = А42А23А34,    
11) А13 = 0 або А43 = 0,   12) А41А12 = А42А21 = 0,   13) A31 = 0 або А32 = 0,  
14) R1 = 0 або А13 = 0,   15) А43 = 0 або А42А21 = 0. 
 

38) – 39)  
 

1).А13 = А12А23,   2) А14 = А12А23А34,   3) A21 = А23А34A41,   4) A24 = А23А34, 
5) A31 = А34А41,   6) А42 = А41А12 або А42 = А43А32,   7) R2 = А23А32,  
8) R3 = А32А23 або R3 = А34А43,   9) якщо в т. 1 немає петлі, то  
R1 = A12А23A34A41,   10) A24 = 0 або R4 = 0,   11) R4 = А43А34,  
12) A13 = 0 або А32А23 = 0,   13) А31 = 0 або А34А43 = 0,   14) R2 = 0 або  
А43А32 = 0,   15) А43А32 = 0 або R4 = 0, 16) A24 = 0 або R2 = 0. 
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40) – 41)   
 
1).А13 = А12А23,   2) A14 = А12А24, 3) A21 = А24А41, 4) якщо в т. 1 немає 
петлі, то R1 = A12А24A41,   5) A31 = А34А41,   6) А42 = А41А12 або А42 = 
А43А32,   
7) R2 = А23А32,   8) R3 = А32А23 або R3 = А34А43,   9) A14 = 0 або A13 = 0. 
10) А23А34 = А24А43 = А32А24 = 0,  11) R4 = А43А34,  12) A13 = 0 або А32А23 = 
0, 13) А31 = 0 або А34А43 = 0,   14) R2 = 0 або А43А32 = 0,   15) А43А32 = 0 
або  
R4 = 0,    16) А21 = 0 або А31 = 0 
 

42) – 43)   
 

1).А13 = А12А23,   2) А14 = А12А23А34,   3) А21 = А23А31,   4) A24 = А23А34,  
5) A23 = A31А12 або A23 = А34А42,   6) А41 = А43А31,    7) R2 = А23А31А12, ,    
8) якщо в т. 1 немає петлі, то R1 = A12А23A31,   9) R4 = А43А34,   10) R3 = 
A34А43,   11) А42А23 = 0, ,   12) А41 = 0 або А21 = 0,   13) А24 = 0 або R4 = 0,   
14) R4 = 0 або А41 = 0,  15) А24 = 0 або А21 = 0.   16) R3 = 0 або А34А42 = 0. 
 

44)  
 

1).А13 = А12А23,   2) А14 = А12А23А34,   3) A41 = А42А21 або А41 = А43А31, ,   
4) A24 = А23А34,   5) A23 = A31А12 або A23 = А34А42,  6) R1 = А12А21,  
7) R2 = А21А12,   8) R4 = А43А34,   9) А23А31 = A42A23 = 0,   10) R3 = A34А43,   
11) R2 = 0 або А31А12 = 0,   12) R1 = 0 або А42А21 = 0,   13) А24 = 0 або R4 = 
0,   14) R1 = 0 або A13 = 0,   15) R3 = 0 або A34A42 = 0,   16) R4 = 0 або 
A43A31 = 0. 
 

45)   
 

1) А13 = А12А23,   2) А14 = А12А24,   3) A21 = А23А31 або A21 = А24А41, 
4) А34 = А32А24,   5) А42 = А41А12 або А42 = А43А32,   6) R1 = A12А23A31, 
7) R2 = А23А32,   8) R3 = А32А23,   9) R4 = A41А12А24 або R4 = A43A32А24, 
10) А24А41 = A31A12 = А43А31 = 0,   11) A14 = 0 або А34 = 0, 12) A13 = 0 або  
R3 = 0,   13) A14 = 0 або А13 = 0,   14) A34 = 0 або R3 = 0,   15) А23А31 = 0 
або  
R2 = 0,   16) А43А32 = 0 або R2 = 0. 
 

46)   
 

1) А13 = А12А23,   2) A21 = А23А31 або A21 = А24А41,   3) А34 = А32А24 
або А34 = A31A14,   4) R1 = A14А41,   5) А42 = А41А12 або А42 = А43А32, 
6) R4 = A41A14,   7) R2 = А23А32,   8) R3 = А32А23,   9) А12А24 = 0, 
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10) А24А41 = A31A12 = А43А31 = 0,   11) R1 = 0 або A14А43 = 0, 
12) A13 = 0 або R3 = 0,   13) R1 = 0 або A24А41 = 0,   14) A32А24 = 0 або R3 = 
0, 
15) А23А31 = 0 або R2 = 0,  16) А43А32 = 0 або R2 = 0,  17) R4 = 0 або А41А12 
= 0,   18) A31A14 = 0 або R4 = 0. 
 

47) – 48)  
 

1) А13 = А12А23,   2) А14 = А12А23А34,   3) A24 = А23А34,   4) A31 = А34А42А21, 
5) A32 = A34A42,   6) A41 = A42A31,   7) якщо в т. 1 немає петлі, то R1 = 
А12А21, 
8) R2 = А21А12,   9) R3 = A34A43,   10) R4 = A43A34,   11) A42A23 = 0,   12) А13 
= 0 
або R1 = 0,   13) A24 = 0 або R4 = 0,   14) A41 = 0 або R1 = 0,   15) A32 = 0 
або  
R3 = 0. 

 
49) – 51)  
 

1) А13 = А12А23,   2) А14 = А12А23А34,   3) A24 = А23А34,   4) A31 = А32А21, 
5) А41 = A43A32A21,   6) A42 = А43А32,   7) якщо в т. 1 немає петлі, то R1 = 
А12А21,   8) якщо в т. 4 немає петлі, то R4 = A43A34,   9) R2 = A21A12 або R2 
= A23A32,   10) R3 = A32A23 або R3 = A34A43,   11) A13 = 0 або R1 = 0,   12) 
A13 = 0 або A32A23 = 0,   13) A31 = 0 або A32A23 = 0,   14) A31 = 0 або R1 = 0,   
15) A24 = 0 або A23A32 = 0,   16) A24 = 0 або R4 = 0,   17) A42 = 0 або R4 = 0,   
18) A42 = 0 або A23A32 = 0. 

52)  
 
1) А13 = А12А23,   2) А14 = А12А23А34,   3) A24 = А23А34,   4) А31 = А34А41,  
5) А32 = А34А41A12,   6) A42 = А41А12,   7) R1 = А12А21,   8) R2 = А21А12,   
 9) R3 = A34A43,   10) R4 = A43A34,   11) A31 = 0 або R3 = 0,   12) А13 = 0 або  
R1 = 0,   13) A24 = 0 або R4 = 0,   14) R2 = 0, або A42 = 0. 
 

53)  
 

1) А13 = А12А23,   2) А14 = А12А23А34,   3) A24 = А23А34,   4) А31 = А32А21 або  
А31 = А34А41,   5) A42 = А41А12 або А42 = А43А32,   6) R1 = А12А21,   
7) R4 = A43A34,   8) A41A12 = 0 або A21A12 = 0,   9) R2 = A21A12 або R2 = 
A23A32, 
10) R3 = A32A23 або R3 = A34A43,   11) A13 = 0 або R1 = 0,   12) A13 = 0 або 
A32A23 = 0,   13) A31 = 0 або A32A23 = 0,   14) A31 = 0 або R1 = 0,   15) A24 = 
0 
або A23A32 = 0,   16) A24 = 0 або R4 = 0,   17) A34A41 = 0 або A34A43 = 0,  
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18) R4 =0 або A43A32 = 0,   19) A43A32 = 0 або А23А32 = 0. 
 

54)  
 

1) А13 = А12А23 або А13 = А14А43,   2) A24 = А23А34 або A24 = А21А14, 
3) A31 = А32А21 або A31 = А34А41,   4) A42 = А41А12 або А42 = А43А32, 
5) R1 = А12А21 або R1 = А14А41,      6) R2 = A21A12 або R2 = A23A32, 
7) R3 = A32A23 або R3 = A34A43,      8) R4 = A41A14 або R4 = A43A34, 
9) А12А21 = 0 або А12А23 = 0,        10) А12А21 = 0 або A32A21 = 0, 
11) А12А23 = 0 або A32A23 = 0,      12) A32A21 = 0 або A32A23 = 0, 
13) A23A32 = 0 або A23A34 = 0,      14) A23A32 = 0 або A43A32 = 0, 
15) A23A34 = 0 або A43A34 = 0,      16) A43A32 = 0 або A43A34 = 0, 
17) A41A14 = 0 або A21A14 = 0,      18) A21A14 = 0 або A21A12 = 0, 
19) A41A12 = 0 або A41A14 = 0,      20) A21A14 = 0 або A21A12 = 0, 
21) A14A41 = 0 або A14A43 = 0,      22) A14A43 = 0 або A34A43 = 0, 
23) A34A43 = 0 або A34A41 = 0,      24) A34A41 = 0 або A14A41 = 0. 
Умови для розглядуваних кілець отримуються в ході наступних 

міркувань. Зупинимось, наприклад, на кільці з сагайдаком 
52) 
 
 

 
Так як кільце А – нетерове, то за лемою Накаями циклічний бімодуль 

А14 строго включає в себе підмодуль A14R4= R1A14. Із точки 1 в точку 4 немає 

стрілки, отже  0
34132412414

14  AAAARA
A

  і  .3413241214 AAAAA   Із точки 

1 в точку 3 немає стрілки, отже  043142312131

14
 AAAAAR

A   і  

.4314231213 AAAAA   Із точки 2 в точку 4 немає стрілки, отже  

0
34232421421

24  AAARAA
A  і .3423142124 AAAAA    

Маємо .)( 4334132412231213 AAAAAAAA    

Так як ,)( 43341324122312 AAAAAAA  то 
1) .).3;).2; 34232434231214231213 AAAAAAAAAA   

Аналогічно  4) .)6;)5; 12414212413432413431 AAAAAAAAAA    

В точці 1 немає петлі, тому .0411431132112
2

1

1
 AAAAAAR

R
 Тоді за 

лемою Накаями .4114311321121 AAAAAAR   Враховуючи рівності 1)-6) 
отримаємо: 
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7) .21121 AAR   Повністю аналогічно  
8) .)10;)9; 344344334312212 AARAARAAR   
За лемою 1 модуль Р1 – ланцюговий.  

).,,,().,,,( 143132123113
2

1
3

114132121
2

1 ARARAAARRPAARARRP   

Якщо R10 і А130, то за лемами 2 і 3  ,313
1

2
1 uuRP
RP  що 

неможливо для ланцюгового модуля. 
Отже, маємо  11) R1=0 або А13=0. Аналогічно, розглянувши ланцюговий 

модуль Р3 і його підмодулі, отримаємо 12) R3=0 або А31=0. Ті ж міркування 
щодо лівих ланцюгових модулів Q2 і Q4 приводять до умов: 13) А24=0 або 
R4=0 і 14) R2=0 або А42=0. 
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